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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Construction de fonctionnelles multi-

plicatives discontinues sur des algébres métrigues. Note (*) de M. Jomn
Benevrrro, présentée par M. Jean Leray.

On utilisera les notations de (').

1. Une arciBre pE Fricuer. — Soit ¢ =Y a.$.€d, 4. (f) =(f, 9)
et s, t€®’. On définit

DS =y Do Ne
(st 4> = a8, U > < H de s

st est un élément de @',

Prorosition 1. — B’ est une algébre de Fréchet commutative unitaire
avec tnvolution. L’élément unité est la mesure de Dirac 8 et linvolution
I — t* est donnée par

(44> =4 4.

Pour la démonstration, il faut remarquer que la m-convexité découle
des conditions de Gelfand-Michael dans (3).
81 YC®' on notera {Y > P’algétbre engendrée par Y.

2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L’EXISTENCE D HOMOMORPHISMES
DISCONTINUS DANS LES ALGEBRES DE FricHET. — Soit E un ensemble
qui n’est pas de synthése spectrale, avec m (E) = 0, et soit T€PM (E)
telle que T (0) = 0 et 9€k (E) vérifiant < T, 0>%£ 0. 1l nest pas diffi-
cile de voir que pour u T =1¢ on a "¢PM (I").

Posons M; (u E) = {8, : A€E . se{M; (u E) > si

- i o
(1) S ‘—-—2 Cll...iu 8‘:}'5'1 S 6{1,1;”

ou (i, ...,1,) est une n-uple d’entiers positifs, la somme finie et n
variable; si (is, ..., %) = (Ju1, ..., J) alors il existe p tel que Ay, N,
et pour chaque L Ay ;é %y Définissons h (8,) = 1 si L€E et'h (1) = « 3£ 0;
considérons la situation suivante :
(H) 3h:H- G ou H est une sous-algébre fermée de @’ et k un homo-
morphisme- tel que 2 =% sur M; (u E)U{t].

Prorostrion 2. — Si (H) est vérifide alors h est une fonctionnelle multi-
plicative discontinue sur Ualgébre de Fréchet H.



< 0, >
Démonstration. — Posons T, :2 k; (3>_i — &) ou T :Z kj (8, — 24)
1 1
sur C' (T) et (Aj, Y;) sont les intervalles du complémentaire de E: Il

n’est pas difficile de vérifier que t, — ¢ dans { (®, ®) ot u T, = t,.
D’autre part, on a {T,¢*> =0 si L€k (E)NG d’aprés le théoréme
de Beurling-Pollard.

3. CONSTRUCTION D’HOMOMORPHISMES DISCONTINUS SUR DES ALGEBRES
METRIQUES.

Prorostrion 3. — Il existe des sous-algébres X C @B sur lesquelles on a
des fonctionnelles multiplicatives discontinues h : X — C.

Démonstration. — Considérons (1) et supposons que s=10. On va
montrer que chaque ¢, , = 0. E_crivons. C,.. ., COIINE Cy, Cay .- ., Cp}
on peut supposer que chaque c; 5% 0.

Soit ¢ €G tel que ¢ = 0 sur tout % £ A, (ot u A est une masse pone-
tuelle pour quelques « ¢ » dans la somme représentative).

On a ainsi, pour un tel ¢

¥ 0= s, s> = b0 (¢, 4 ¢, ¢V O0) 4 g, € VOD) L g

ou m=n, k;€Z, et o on a réordonné les indices.

Si chaque k; = 0, alors d = 0 et il est simple de vérifier dans ce cas
que ¢, = 0. :

Supposons ‘done que ky 3= 0; si d = 0 on obtient de (2)

— ¢ = RV, gy e YD L Lo, eima b O],

En appliquant un argument de dérivation -on obtient alors une contra-
diction et on a ainsi ¢, = 0.

Done, la représentation naturelle des éléments de < M; (u E)> est
unique et on peut définir & sur {M; (u E) > comme

h () =Y ¢,
car h (3@) = 1.
h, ainsi défini, est une fonctionnelle multiplicative sur { M; (u E) >.
Soit maintenant s€ X = {t, { M; (4 E) >> o0t X est Palgébre engendrée
par £ et {M; (uw E)>. On écrit s comme

= +2(t”rn, +d,ty=q+p
ou g, 7, € M;(u E) > (éventuellement nulles) et d,€C. Si on démontre

que s M; (uw E)> si t* (r, + d,) 2 0 pour un certain n, il sera facile
de vérifier que h est un homomorphisme bien défini.



(3)

Soit { n | CG vérifiant lim|f (¢.) | =c0. On va montrer que dans
ce cas lim|§ (¢n)| =00 et comme (M;(uE)>CPM(IT) on aura
s M; ( E)>. I suffit évidemment de vérifier que lim|p (¢u)| = co.

Soit done tA( @) £ 0

P @ =|DE@En @ + do)
IRTYNC TN (Fyo1 (@) + dsr) | (1 (9) +dy)
= |t ’y N (P dx = ~ N—1
[T @) [ (o) + dy) + i i
S i1 ¥ | ¢ @ +d)
= |7 (e) | .er(cP)_'"dN._; [P

Puisque sup | | 7, ()| : 0€G, ]} < o0 etlim | (¢,) | = 00 il nous faut seule-
ment trouver un ¢ > 0 tel que pour tout m on ait

II,'\((?m)"l"dl "—‘lfx(C?m)+d:~:>€-

Sir=ry=0 le résultat est établi, supposons donec r =< 0.

En écrivant

_1 ’ NF . ™
r =Z Cipooig Oy, = = iy,
soit b le ¢, , qui est le plus petit en valeur absolue. On obtient
l
Fom)+d|>|1b]—1d|— Y le.ullh
bztep iy

Donc sg{M; (u E) > s1l existe n tel que t* (r, 4 d,) = 0.

C. Q. F. D

(*) Séance du 3. janvier 1972.

(1) J. BENEDETTO, Compfes rendus, 274, série A, 1972, p. 169.

(*) E. A. MiceAEL, Locally m-convex Topological Algebras, (memoirs A. M. S., 1952,
p. 7 and 15). ' '
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