Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flachenstick.*)
Von
Davip Hoceert in Konigsberg i. Pr.

Peano hat kiirzlich in den Mathematischen Annalen**) durch eine
arithmetische Betrachtung gezeigt, wie die Punkte einer Linie stetig
auf die Punkte eines Flichenstiickes abgebildet werden kiénnen. Die
fiir eine solche Abbildung erforderlicher Functionen lassen sich in
iibersichtlicherer Weise herstellen, wenn man sich der folgenden geo-
metrischen Anschauung bedient. Die abzubildende Linie — etwa eine
Gerade von der Linge 1 — theilen wir zundchst in 4 gleiche Theile
1,2,3,4 und das Flichenstiick, welches wir in der Gestalt eines
Quadrates von der Seitenlinge 1 annehmen, theilen wir durch zwei
zu einander senkrechte Gerade in 4 gleiche Quadrate 1, 2, 3, 4 (Fig. 1).
Zweitens theilen wir jede der Theilstrecken 1, 2, 3, 4 wiederum in 4
gleiche Theile, so dass wir auf der Geraden die 16 Theilstrecken
1,2 3,...,16 erhalten; gleichzeitig werde jedes der 4 Quadrate 1, 2,
3, 4 in 4 gleiche Quadrate getheilt und den so entstehenden 16 Quadraten
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werden dann die Zahlen 1, 2 ... 16 eingeschrieben, wobei jedoch die
Reihenfolge der Quadrate so zu wihlen ist, dass jedes folgende Quadrat
gich mit einer Seite an das vorhergehende anlehnt (Fig.2). Denken
wir uns dieses Verfahren fortgesetzt — Fig. 3 veranschaulicht den

*) Vergl. eine Mittheilung iiber denselben Gegenstand in den Verhandlungen

der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzte. Bremen 1890.
*¥) Bd. 36, S. 157. ,
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niichsten Schritt —, so ist leicht ersichtlich, wie man einem jeden
gegebenen Punkte der Geraden einen einzigen bestimmten Punkt des
Quadrates zuordnen kann. Man hat nur néthig, diejenigen Theil-
strecken der Geraden zu bestimmen, auf welche der gegebene Punkt
fillt. Die mit den nimlichen Zabhlen bezeichneten Quadrate liegen
nothwendig in einander und schliessen in der Grenze einen bestimmten
Punkt des Flichenstiickes ein. Dies sei der dem gegebenen Punkte
zugeordnete Punkt. Die so gefundene Abbildung ist eindeutig und stetig
und umgekehrt einem jeden Punkie des Quadrates emisprechen ein, zwei
oder wvier Punkte der Linmie. Es erscheint tiberdies bemerkenswerth,
dass durch geeignete Abéinderung der Theillinien in dem Quadrate sich
leicht eine eindeutige und stetige Abbildung finden ldsst, deren Um-
kehrung eime nirgends mehr als dreideutige ist.

Die oben gefundenen abbildenden Functionen sind zugleich ein-
fache Beispiele fiir iiberall stetige und nirgends differentiirbare Fune-
tionen.

Die mechanische Bedeutung der erérterten Abbildung ist folgende:
Es kann sich ein Punki stetig derart bewegen, dass er wéhrend einer
endlichen Zeit simmitliche Punkte eines Flichenstiickes trifft. Auch kann
man — ebenfalls durch geeignete Abinderung der Theillinien im
Quadrate — zugleich bewirken, dass in unendlich vielen tiberall dicht-
vertheilien Pumlten des Quadrates eine bestimmie Bewegumgsrichtung
sowohl nach vorwdrts wie nach riickwiirts existirt.

Was die analytische Darstellung der abbildenden Functionen an-
betrifft, so folgt aus ihrer Stetigkeit nach einem allgemeinen von
K. Weierstrass bewiesenen Satze*) sofort, dass diese Functionen sich
in unendliche nach ganzen rationalen Functionen fortschreitende Reihen
entwickeln lassen, welche im ganzen Intervall absolut und gleichmissig
convergiren.

Konigsberg i Pr., 4. Mérz 1891.

*) Vergl, Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
9, Juli 1885,



