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Partea I

Fundamentele Matematice

3



Capitolul 1

Algebre Hopf. Spectre de Inele

1.1 Algebre, Coalgebre, Bialgebre, Algebre Hopf

Fie A un inel comutativ. D�andu-se un inel B �si un mor�sm de inele �B : k ! B, inelul

B poate � v�azut ca un B-modul la stânga via multiplicarea din inel, de la care construim

A-modulul la stânga notat (�B)B. Act�iunea sa va � notat�a ax pentru a 2 A �si x 2 B,

cu: ax = �B(a)x. Dac�a avem (ax)y = x(ay) = a(xy), pentru a 2 A �si x; y 2 B, atunci

B se zice c�a este o A-algebr�a. Atunci putem construi funct�ia biliniar�a f : B � B ! B,

f(x; y) = xy �si mor�smul de A-module �B : B 
 B ! B �si �B : k ! B mor�sme de

A-module. Dac�a urm�atoarele diagrame comut�a, atunci B este o A-algebr�a cu �B funct�ia

de multiplicare, �B funct�ia unitate �si perechea (�B; �B) funct�ii de structur�a ale A-algebrei

B:

(1) legea de asociativitate:

B 
B 
B

1
�B�! B 
B

�B
1 # # �B

B 
B

�B�! B

care corespunde relat�iei:

�B(1
 �B) = �B(�B 
 1)

(2) proprietatea de unitaritate:

A
B

�B
1�! B 
B

1
�B � B 
A

o # �B o

B = B = B

4



CAPITOLUL 1. ALGEBRE HOPF. SPECTRE DE INELE 5

unde am identi�cat A
B �si B 
A cu B, �si care corespunde relat�iei:

�B(1 
 �B) = �B(�B 
 1)

Fie B;C dou�a A-algebre. Dac�a o funct�ie u : B ! C este un mor�sm de inele cât �si un

mor�sm de A-module, atunci numim u un mor�sm de A-algebre. Echivalent, u este un

mor�sm de A-algebre dac�a �si numai dac�a urm�atoarele diagrame comut�a:

B 
B

�B�! B

u
u # # u

C 
C

�C�! C

u � �B = �C � (u
 u)

A

�B�! B

k # u

A

�C�! C

u � �B = �C

A-modululB
C devine o A-algebr�a (numit�a produsul tensorial al lui B cu C) cu funct�iile

de structur�a date de:

�B
C = �B 
 �C(1
 � 
 1)

�B
C = �B 
 �C

unde � : C 
B ! B 
 C, � (x
 y) = y 
 x. În fapt, relat�iile de mai sus conduc la:

�B
C((x
 y)(x0
 y
0)) = xx

0 
 yy
0

�B
C(1 
 1) = 1
 1 � 1

Dac�a B �si C sunt A-algebre comutative, atunci B 
C este suma direct�a a lui B cu C �̂n

categoria MA a A-algebrelor comutative.

Consider�am de acum �̂nainte k un corp comutativ, dac�a altfel nu este speci�cat. De fapt

�̂n aplicat�ii vom considera k = C, corpul numerelor complexe. Not�am prin Modk(B;C)

mult�imea k-mor�smelor de la modulul B la C. De�nim o k-coalgebr�a ca �ind duala unei

k-algebre:

Dându-se un k-spat�iu vectorial C �si funct�ii k-liniare �c 2 Mod(C;C 
 C) �si "C 2

Mod(C; k), numim sistemul (C;�C; "C) sau simplu C o k-coalgebr�a dac�a urm�atoarele

diagrame comut�a:
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(1) legea de coasociativitate:

C 
 C 
 C

�C
1 � C 
 C

1
�C " " �C

C 
C

�C � C

(2) proprietatea de counitaritate:

k 
C

"c
1 � C 
 C

1
"C�! C 
 k

o " �C o

C = C = C

Funct�ia �C se nume�ste funct�ia de comultiplicare, iar "C funct�ia de counitate; �̂mpreun�a

formeaz�a funct�iile de structur�a ale k-coalgebrei C.

Pentru un x 2 C not�am formal (convent�iile lui Sweedler):

�C(x) =
nX
i=1

x1i 
 x2i �
X
(x)

x(1) 
 x(2)

Atunci cele dou�a diagrame se transpun �̂n relat�iile:

X
(x)

�C(x(1))
 x(2) =
X
(x)

x(1) 
�C(x(2))

X
(x)

"C(x(1))
 x(2) '
X
(x)

x(1) 
 "C(x(2))

�si atunci vom scrie pentru prima egalitate de mai sus:
P

(x) x(1) 
 x(2) 
 x(3).

Presupunem date cele dou�a k-coalgebre (C;�C; "C) �si (D;�D; "D). O funct�ie k-liniar�a

� : C ! D f�acând urm�atoarele diagrame comutative:

C 
 C

�
�
�! D 
D

�C " " �D

C

�
�! D

�D � � = (� 
 �) ��C

k

"C � C

k # �

k

"D � D

"D � � = "C

este numit�a mor�sm de k-coalgebre.

Not�am categoria k-coalgebrelor prin Cogk �si mult�imea tuturor mor�smelor de k-

coalgebre de la C la D prin Cogk(C;D). Pentru M;N k-spat�ii vectoriale not�am cu
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� : N 
M ! M 
 N mor�smul � (x 
 y) = y 
 x. Atunci o k-coalgebr�a C se zice

cocomutativ�a dac�a diagrama urm�atoare este comutativ�a:

C

�C�! C 
 C

k # �

C

�C�! C 
 C

� ��C = �C

Pentru C;D 2 Cogk produsul tensorial de k-spat�ii vectoriale C 
 D devine o k-

coalgebr�a cu funct�iile de structur�a:

�C
D = (1 
 � 
 1) � (�C 
�D)

"C
D = "C 
 "D

pe care �̂l numim produsul tensorial al lui C cu D.

Fie D � C un k-spat�iu vectorial. Dac�a �C � D 
D atunci D devine o k-coalgebr�a

cu restrict�iile lui �C; "C la D ca funct�ii structurale. Un astfel de D se nume�ste o k-

subcoalgebr�a. Scufundarea canonic�a D! C este un mor�sm de k-coalgebre.

Fie M;N dou�a k-spat�ii vectoriale. Not�am cu M
�
; N

� dualele lor (algebrice). De�nim

� :M� 
N
� ! (M 
N)

�
un mor�sm injectiv prin:

�(f 
 g)(x
 y) = f(x)g(y)

Pentru o k-coalgebr�a (C;�; ") �e C� = Modk(C; k). Atunci de�nind:

� : C� 
 C
� �

�! (C 
 C)
� ��

�! C
�

� : k ' k
� "�

�! C
�

obt�inem c�a (C�
; �; �) devine o k-algebr�a pe care o numim k-algebra dual�a lui C. În general

� nu este un izomor�sm �si nu putem de�ni �̂n mod similar o structur�a de k-coalgebr�a pe

k-spat�iul vectorial dual A� al unei k-algebre A. Totu�si, dac�a A este un k-spat�iu vectorial

de dimensiune �nit�a, atunci � : A� 
 A
� ! (A 
 A)

�
devine un izomor�sm de k-spat�ii

vectoriale �si punând � = �
�1 � �� �si " = �

� (unde indenti�c�am pe k cu k
�), vedem c�a

(A�
;�; ") devine o k-coalgebr�a numit�a k-coalgebra dual�a lui A.
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TEOREMA 1.1 Dându-se un k spat�iu vectorial H, presupunem c�a exist�a funct�iile k-

liniare:

� : H 
H ! H ; � : k ! H ; � : H ! H 
H ; " : H ! k

astfel �̂ncât (H;�; �) este o k-algebr�a �si (H;�; ") este o k-coalgebr�a. Atunci urm�atoarele

condit�ii sunt echivalente:

(i) �; � sunt mor�sme de k-coalgebre

(ii) �; " sunt mor�sme de k-algebre

(iii) �(gh) =
P
g(1)h(1) 
 g(2)h(2) , �(1) = 1

"(gh) = "(g)"(h) , "(1) = 1 2

(pentru demonstrat�ie vezi [Abe80]).

Un k-spat�iu liniar H �̂mpreun�a cu funct�iile k-liniare �; �;�; " ca �̂n teorema de mai

sus se nume�ste o k-bialgebr�a.

Fie H;K dou�a k-bialgebre �si � : H ! K simultan un mor�sm de k-algebre �si comor-

�sm de k-coalgebre. Atunci � se nume�stemor�sm de k-bialgebre. Categoria k-bialgebrelor

este notat�a prin Bigk iar mult�imea tuturor k-bialgebrelor de la H la K este notat�a prin

Bigk(H;K)

Un spat�iu vectorial care este atât k-subalgebr�a cât �si k-subcoalgebr�a a luiH este numit

k-subbialgebr�a a lui H. Mai mult, dac�a H este �nit dimensional�a �si este o k-bialgebr�a,

putem construi H�
k-bialgebra dual�a lui H.

Un element c al unei k-coalgebre C (respectiv k-bialgebre C) astfel �̂ncât "(c) = 1 �si

�(c) = c 
 c se nume�ste element de tip grup. Not�am mult�imea tuturor elementelor de

tip grup ale lui C prin G(C). Urm�atorul rezultat caracterizeaz�a mult�imea G(C) (pentru

demonstrat�ie recomand�am [Abe80]):

TEOREMA 1.2 (i) Fie C o k-algebr�a. Elementele lui G(C) sunt liniar independente

peste k.

(ii) Când H este o k-bialgebr�a, G(H) este semigrup fat��a de multiplicare �si k-subspat�iul

vectorial al lui H generat de G(H) este o k-subbialgebr�a a lui H. 2

Un element c al unei k-bialgebre C (respectiv k-coalgebre C care are doar un element de
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tip grup i.e. G(C) = fgg) care satisface relat�ia:

�c = c 
 1 + 1
 c (respectiv �c = c
 g + g 
 c)

este numit element primitiv sau element de tip Lie. Mult�imea tuturor elementelor prim-

itive o vom nota-o cu P (C). Urm�atorul rezultat (a c�arui demonstrat�ie se g�ase�ste tot �̂n

[Abe80]) furnizeaz�a o caracterizare a lui P (C):

TEOREMA 1.3 Dac�a H este o k-bialgebr�a atunci P (H) este un k-spat�iu vectorial a

lui H �si pentru orice x; y 2 P (H) avem [x; y]
def
= xy � yx 2 P (H). Astfel P (H) are o

structur�a de k-algebr�a Lie. Mai mult, dac�a x 2 P (H), "(x) = 0. 2

Observat�ie k-subalgebra generat�a de P (H) este o k-subbialgebr�a a lui H �si, când caracteristica

lui k este 0, H1 este izomorf�a cu k-bialgebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a U(P (H)) a lui P (H).

Pentru o k-coalgebr�a C �si o k-algebr�a A punem R = Modk(C;A). Dac�a f; g 2 R

atunci:

f ? g = �A � (f 
 g) ��c

se nume�ste convolut�ia lui f cu g. Dac�a x 2 G(C) atunci (f ? g)(x) = f(x)g(x). De fapt

R devine o k-algebr�a cu �R(f 
 g) = f ? g �si �R(�) = ��A � "C. Fie H o k-bialgebr�a. Fie

H
A �si HC notat�ii pentru, respectiv, H privit �e ca o k-algebr�a �e ca o k-coalgebr�a �si �e

R = Modk(H
C
;H

A) cu structura de k-algebr�a de�nit�a mai sus. Când funct�ia identitate

1 a lui H (1 2 R) admite un element invers S (S 2 R), numim S antipodul lui H. Atunci

S este antipod dac�a satisface una din urm�atoarele condit�ii echivalente:

S ? 1 = 1 ? S = � � " = 1R

� � (S 
 1) �� = � � (1 
 S) �� = � � "

O k-bialgebr�a cu antipod se nume�ste k-algebr�a Hopf.

Fie H;K k-algebre Hopf �si �e SH ; SK ,respectiv, antipozii lor. Dac�a un mor�sm de

k-bialgebre � : H ! K face diagrama urm�atoare comutativ�a:

K

SK�! K

� " " �

H

SH�! H

SK � � = � � SH
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atunci � se nume�ste mor�sm de k-algebre Hopf. Categoria k-algebrelor Hopf este notat�a

prin Hopfk iar mult�imea tuturor mor�smelor de k-algebre Hopf de la H la K prin

Hopfk(H;K).

Urm�atorul rezultat precizeaz�a propriet�at�ile antipozilor:

TEOREMA 1.4 Urm�atoarele propriet�at�i au loc pentru antipodul S al unei k-algebre

Hopf H:

i) S(gh) = S(h)S(g) pentru orice g; h 2 H

ii) S(1) = 1 respectiv S � � = �

iii) " � S = "

iv) � � (S 
 S) �� = � � S sau, cu alte cuvinte:

�S(h) =
X
(h)

S(h(2))
 S(h(1))

v) Urm�atoarele condit�ii sunt echivalente:

1) h 2 H implic�a
X
(h)

S(h(2))h(1) = � � "(h)

2) h 2 H implic�a
X
(h)

h(2)S(h(1)) = � � "(h)

3) S � S = 1

vi) Dac�a H este comutativ sau cocomutativ atunci S2 = 1. 2

(pentru demonstrat�ie trimitem tot la [Abe80]).

Remarc�a (i) �si (ii) implic�a S este un anti-mor�sm de k-algebre; (iii) �si (iv) implic�a S

este un anti-mor�sm de k-coalgebre.

În paragraful urm�ator vom discuta despre algebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a a unei

algebre Lie, dup�a care, in paragraful 1.3, vom prezenta exemple de bialgebre �si algebre

Hopf.
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1.2 Algebra Înf�a�s�ar�atoare Universal�a a unei Alge-

bre Lie

Fie A un inel comutativ. Numim o A-algebr�a Lie un A-modul L pentru care exist�a o

funct�ie ' : L� L! L satisf�acând condit�iile urm�atoare (not�am cu [x; y] = '(x; y)):

1) (biliniaritate) [x+y; z] = [x; z]+ [y; z] ; [x; y+ z] = [x; y]+ [x; z] ; [ax; y] = a[x; y] =

[x; ay] pentru orice x; y; z 2 L �si a 2 A

2) (antisimetrie) [x; x] = 0

3) (identitate Jacobi) [[x; y]; z] + [[y; z]; x] + [[z; x]; y] = 0

De la ' obt�inem o funct�ie 'L : L
L! L care este un mor�sm de A-module. El este

numit funct�ia de structur�a a A-algebrei Lie L. Pentru o A-algebr�a B not�am BL A-algebra

Lie obt�inut�a cu produsul (cro�setul): [x; y] = xy � yx.

S�a not�am cu T (L) A-algebra tensorial�a peste A-modulul L. Avem deci:

T (L) =
[
n�0

NTn(L) =
M
n�0

Tn(L)

unde fNTngn�0 formeaz�a o �ltrare a lui T (L), �ecare NTn(L) �ind A-modulul tensorilor

de rang cel mult n, iar fTngn�0 formeaz�a o graduare a lui T (L), �ecare Tn(L) �ind A-

modulul tensorilor de rang exact n. Fie J idealul lui T (L) generat de elemente de forma

x 
 y � y 
 x � [x; y] pentru orice x; y 2 L. Algebra U(L) = T (L)=J se nume�ste A-

algebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a a lui L. Restrict�ia proiect�iei canonice T (L) ! U(L) la

L, i : L! U(L) se nume�ste scufundare canonic�a. Prin de�nit�ie avem

i([x; y]) = i(x)i(y)� i(y)i(x)

Atunci i este un mor�sm de A-algebre Lie �si anume de la L la (U(L))
L
. Intersect�ia

Jn = J \ NTn(L), n 2 N este un A-submodul al lui NTn(L) �si avem J =
S
n�0 Jn.

Punem Un = NTn(L)=Jn. Putem identi�ca Un(L) cu un A-submodul al lui U(L) �si

atunci U(L) =
S
n�0 Un(L) reprezint�a o �ltrare a algebrei �̂nf�a�sur�atoare universale. Pentru

�̂nt�elegerea mai bun�a a acestei structuri s�a consider�am cazul A = C (corpul numerelor

complexe) �si s�a ne limit�am la algebre Lie L care suntC-spat�ii vectoriale �nit dimensionale.

Dac�a fe1; : : : ; eng
b

� L este o baz�a �̂n L atunci algebra �̂nf�a�sur�atoare U(L) este izomorf�a cu
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C-algebra polinoamelor (sau seriilor formale) necomutative �̂n variabilele x1; : : : ; xn �̂ntre

care exist�a relat�iile de comutare:

xixj = xjxi +
nX

k=1

c
k

ij
xk

unde (ck
ij
) reprezint�a constantele de structur�a ale algebrei Lie L (i.e. [ei; ej] =

P
n

k=1 c
k

ij
ek).

Aceast�a semni�cat�ie a C-algebrei �̂nf�a�sur�atoare universale a unei C-algebre Lie va �

utilizat�a �̂n mod consecvent �̂n teoria grupurilor cuantice. În paragraful urm�ator vom

vedea cum algebra �̂nf�a�sur�atoare se structureaz�a �̂n mod natural ca o algebr�a Hopf. Acum

am dori s�a discut�am atât semni�cat�ia algebric�a cât �si cea geometric�a a lui U(L) �si totodat�a

conexiunea cu grupul Lie care se ascunde �̂n spatele respectivei algebre Lie. Principalul

rezultat �̂n acest sens este teorema Poincar�e-Birkho�-Witt care necesit�a unele preg�atiri.

Pentru demonstrat�ie �si alte comentarii trimitem cititorul la [Abe80] pentru versiunea

algebric�a �si [Vara74] sau [Nico88] pentru versiunea geometric�a.

Veriunea algebric�a

S�a reamintim mai �̂ntâi construct�ia algebrei simetrice. Fie Sn grupul permut�arilor de

n elemente �si an A-submodulul lui Tn(L) generat de elemente de forma:

x1 
 x2 
 � � � 
 xn � x�(1) 
 x�(2) 
 � � � 
 x�(n)

cu xi 2 L �si � 2 Sn. Observ�am c�a a

def
= �n�0an este un ideal �̂n T (L). Prin de�nit�ie

S(L) = T (L)=a se nume�ste A-algebra simetric�a peste L. Punem Sn = Tn(L)=an, n � 1

�si S0(L) = A. Atunci S(L) = �n�0Sn(L) devine o A-algebr�a graduat�a iar fSn(L)gn�0

de�ne�ste o graduare peste S(L).

Cu aceste preg�atiri putem enunt�a teorema PBW:

TEOREMA 1.5 (Poincar�e-Birkho�-Witt : versiunea algebric�a) Fie L o A-algebr�a

Lie liber�a ca A-modul (adic�a admite baz�a) �si U(L) algebra sa �̂nf�a�sur�atoare privit�a ca o

A-algebr�a �ltrat�a. Fie gr U(L) A-algebra graduat�a asociat�a lui U(L). Atunci ea este

izomorf�a (ca graduare) cu algebra simetric�a a lui L:

gr U(L) ' S(L)

�si, mai mult, scufundarea canonic�a i : U ! U(L) este injectiv�a. 2
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Versiunea geometric�a

Pentru u�surint�a �̂nt�elegerii vom considera A = R adic�a algebra noastr�a Lie este real�a.

În plus vom presupune c�a este de dimensiune �nit�a ca spat�iu vectorial. Fie G un grup

Lie a c�arui algebr�a Lie sa �e izomorf�a cu L (algebra Lie real�a dat�a). Algebra Lie asociat�a

unui grup Lie este format�a din câmpurile vectoriale pe G stâng invariante la act�iunea

multiplicativ�a a grupului. Fie D un operator diferent�ial pe G �si Ta : G! G, Ta(x) = ax,

a 2 G translat�ia la stânga. Atunci D se zice c�a este stâng invariant dac�a D(f � Ta) =

Df � Ta , pentru orice f : G ! R funct�ie analitic�a �si a 2 G. Not�am cu OD(G) algebra

real�a a operatorilor diferent�iali pe G �si cu SD(G) mult�imea operatorilor diferent�iali stâng

invariant�i. Atunci SD(G) are o structur�a de R-subalgebr�a �̂n OD(G). Cu aceste preg�atiri

putem enunt�a teorema PBW �̂n veriune geometric�a:

TEOREMA 1.6 (Poincar�e-Birkho�-Witt : versiunea geometric�a) Fie L o algebr�a

Lie real�a �nit dimensional�a. Atunci algebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a a lui L este izomorf�a

cu algebra operatorilor diferent�iali stâng invariant�i ai grupului Lie G asociat lui L:

U(L) ' SD(G) unde g ' L

2

1.3 Exemple de Algebre Hopf

Vom analiza dou�a tipuri de exemple de algebre Hopf: algebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a a

unei algebre Lie �si inelul de coordonate ca algebr�a grupal�a a unor grupuri Lie algebrice.

S�a �̂ncepem cu algebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a a unei algebre Lie. Fie L o k-algebr�a

Lie (k = R sau C) �si �e U(L) k-algebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a a sa. Consider�am funct�ia

diagonal�a:

L! L
 L ; x 7! x� x

Deoarece U(L � L) = U(L) 
 U(L) atunci putem prelungi funct�ia diagonal�a pân�a la un

mor�sm de k-algebre �̂ntre algebrele �̂nf�a�sur�atoare U(L) �si U(L � L) = U(L) 
 U(L).

Obt�inem astfel un mor�sm de k-algebre:

� : U(L)! U(L) 
 U(L) ; �(x) = x
 1 + 1
 x ;pentru x 2 L
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Consider�am acum mor�smul trivial de k algebre Lie:

L! f0g ; x 7! 0

Acesta induce un mor�sm de k-algebre:

" : U(L)! k ; "(x) = 0 pentru x 2 L

În situat�ia aceasta (U(L);�; ") este o k-coalgebr�a �si U(L) are o structur�a de k-bialgebr�a.

O vom numi k-bialgebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a a k-algebrei Lie L. Se poate vedea c�a

singurele elemente de tip Lie ale lui U(L) sunt cele din L (sau mai riguros i(L)). Astfel

P (L) = L �si formeaz�a evident o k-algebr�a Lie.

Vom introduce acum structura de algebr�a Hopf. Aceasta se face prin de�nirea antipo-

dului. Consider�am automor�smul de algebre Lie:

L! L ; x 7! �x

Acesta induce un anti-automor�sm de k-algebre:

S : U(L)! U(L) ; S(x) = (�1)nx1x2 : : : xn

unde x = x1 : : : xn 2 U(L) cu x1; : : : ; xn 2 L. Astfel U(L) devine o k-algebr�a Hopf numit�a

k-algebra Hopf �̂nf�a�sur�atoare universal�a a k-algebrei Lie L.

Vom exempli�ca construct�ia general�a pe cazurile L = sl(2;C) �si L = su(2).

EXEMPLUL 1.7 Consider�am urm�atorii generatori ai algebrei Lie sl(2;C):

E1 =

"
1 0

0 �1

#
E2 =

"
0 1

0 0

#
E3 =

"
0 0

1 0

#

�̂ntre care exist�a urm�atoarele relat�ii de comutare:

[E1; E2] = 2E2 [E1; E3] = �2E3 [E2; E3] = E1

Atunci algebra �̂nf�a�sur�atoare U(sl(2;C)) poate � identi�cat�a cu C-algebra polinoamelor

�̂n variabilele X1;X2;X3, notat�a Csl(2;C) < X1;X2;X3 >, �̂ntre care exist�a relat�iile de co-

mutare:

X1X2 �X2X1 = 2X2 X1X3 �X3X1 = �2X3 X2X3 �X3X2 = X1
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Astfel, elemente �̂n Csl(2;C) < X1;X2;X3 > ' U(sl(2;C)) sunt de forma:

1 ; X1 ; X
2
1X2 ; X

2
1X2X3 �X3 + 2

Structura de C-algebr�a este evident�a (este structura polinoamelor). Structura de coalgebr�a

este introdus�a prin mor�smul de C� algebre

� : Csl(2;C) < X1;X2;X3 >! Csl(2;C) < X1;X2;X3 >
Csl(2;C) < X1;X2;X3 >

de�nit ca: �(Xi) = 1 
Xi +Xi 
 1 �si prelungit prin liniaritate. Astfel:

�(X2
1X2 � 1) = (1 
X1 +X1 +
)(1
X1 +X1 
 1)(1 
X2 +X2 
 1) � 1 
 1 =

= 1
X
2
1X2 + 2X1 
X1X2 +X

2
1 
X2 +X2 
X

2
1 + 2X1X2 
X1 +X

2
1X2 
 1 � 1

Counitatea se introduce prin "(Xi) = 0 cu "(1) = 1. Astfel:

"(2X2
1X2 + 3X3 � 2) = �2

Veri�carea legilor de coasociativitate �si counitaritate este un exercit�iu simplu. Structura de

algebr�a Hopf se face prin antipodul S : Csl(2;C) < X1;X2;X3 >! Csl(2;C) < X1;X2;X3 >

de�nit ca S(Xi) = �Xi �si extins apoi ca antimor�sm de algebre. Astfel:

S(2X2
1X2 + 3X3 +X

2
2 � 2) = �2X2

1X2 � 3X3 +X
2
2 � 2

Se observ�a c�a S este un anti-izomor�sm al C-algebrei Csl(2;C) < X1;X2;X3 >(se mai

nume�ste �si antiautomor�smul principal al algebrei respective).

EXEMPLUL 1.8 S�a analiz�am acum algebra �̂nf�a�sur�atoare a lui L = su(2). Consider�am

mai �̂ntâi generatorii algebrei Lie reale su(2):

E1 =

"
0 i

i 0

#
E2 =

"
0 1

�1 0

#
E3 =

"
i 0

0 �i

#

cu relat�iile de comutare:

[E1; E2] = �2E3 [E2; E3] = �2E1 [E3; E1] = �2E2
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Atunci algebra �̂nf�a�sur�atoare U(sl(2)) este identi�cabil�a cu C-algebra liber generat�a de

variabilele T1; T2; T3 �̂ntre care exist�a relat�iile de comutare: [Ti; Tj] = �2"ijkTk. Atunci:

U(su(2)) ' C < T1; T2; T3 > = < T1T2�T2T1+2T3; T2T3�T3T2+2T1; T3T1�T1T3+2T2 >

(1.1)

Din motive �zice vom prefera s�a utiliz�am, �̂ns�a, alt�i generatori ai algebrei �si anume:

J+ =
1

2
(E2 � iE1) J� = �

1

2
(E2 + iE1) J3 =

i

2
E3

adic�a:

J+ =

"
0 1

0 0

#
J� =

"
0 0

1 0

#
J3 =

"
1
2

0

0 �1
2

#

cu relat�iile de comutare:

[J+; J�] = 2J3 [J3; J�] = �J�

(adic�a relat�iile de comutare ale momentului cinetic). Cu ace�sti generatori, algebra �̂nf�a�sur�atoare

este izomorf�a cu C-algebra:

U(su(2)) ' C < X+;X�;X3 > = < X+X� �X�X+ � 2X3;X3X+ �X+X3 �X+;

X3X� �X�X3 +X� >

(1.2)

În general vom identi�ca, pentru o algebr�a Lie de dimensiune n cu baza fE1; : : : ; Eng,

algebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a U(L) cu algebra liber�a (a polinoamelor necomutative)

�̂n variabilele X1; : : : ;Xn kL < X1; : : : ;Xn > �̂ntre care exist�a relat�iile de comutare:

XiXj = XjXi+
P

n

k=1 c
k

ij
Xk. Observ�am c�a aceast�a identi�care este dependent�a de alegerea

bazei; astfel izomor�smul nu este canonic.

Prezent�am acum, ca al doilea exemplu, inelul de coordonate al C-algebrei Mn(C)

(algebra matricilor p�atrate de dimensiune n) ca o C-bialgebr�a. Inelul de coordonate

(sau algebra grupal�a) a unei mult�imi M reprezint�a mult�imea funct�iilor regulate de�nite

pe M cu valori �̂ntr-un inel sau algebr�a (̂�n cazul nostru va � C). Aceast�a mult�ime este

dotat�a �̂n mod natural cu o structur�a de inel sau algebr�a datorit�a structurii algebrice

respective a codomeniului funct�iilor. Abordarea lui Drinfel'd asupra grupurilor cuantice

(vezi [Drin83],[Drin85],[Drin88] sau [Drin86]) porne�ste cu studiul inelului de coordonate
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al unui grup Lie analitic, construit cu funct�ii analitice. Noi vom adopta punctul de vedere

din [Smit92] �si vom studia exclusiv grupurile algebrice. Asupra important�ei inelului de

coordonate vom reveni �̂n curând când vom studia spectrele inelelor.

S�a revenim acum laMn(C). Pentru variet�at�i algebrice, inelul de coordonate este dat de

inelul rat�ionalelor �̂n variabilele funct�ii de coordonate comutative pe suprafat�a respectiv�a.

În cazul lui Mn(C) funct�iile de coordonate sunt fXij j1 � i; j � ng. Deoarece C este un

corp, inelul de coordonate admite o structur�a natural�a de algebr�a, numit�a algebra grupal�a.

Astfel, algebra grupal�a a lui Mn(C) este:

O(Mn(C)) = C[X11;X12; : : : ;Xnn]

adic�a algebra de polinoame �̂n variabilele (Xij).

Structura de coalgebr�a (�si deci �si de algebr�a) complex�a este dat�a prin considerarea

aplicat�iei duale �̂nmult�irii matriciale �si respectiv din evaluarea �̂n matricea identitate.

Avemmultiplicarea �̂n inelulMn(C): � : Mn(C)�Mn(C)!Mn(C), atunci prin dualizare

obt�inem mor�smul de C-algebre:

� : �� : O(Mn)!O(Mn �Mn) ' O(Mn)
O(Mn)

Din cauza asociativit�at�ii lui � urmeaz�a c�a (�
1)�� = (1
�)��, adic�a coasociativitate.

Explicit: �(Xij) =
P

kXik 
Xkj dup�a care se prelunge�ste prin liniaritate.

Counitatea se de�ne�ste prin " : O(Mn) ! C, "(Xij) = �ij dup�a care se prelunge�ste

prin liniaritate. Deoarece funct�iile Mn ! Mn �Mn ! Mn date prin A 7! (A; I) 7! AI

�si A 7! (I;A) 7! IA sunt identit�at�i, urmeaz�a c�a (1 
 ") � � = (" 
 1) � � = 1 adic�a

counitatea.

AstfelO(Mn(C)) are o structur�a de C-bialgebr�a. Aceast�a bialgebr�a nu are o structur�a

de algebr�a Hopf. Pentru a avea un antipod va trebui s�a consider�am inelul de coordonate

al lui GL(n;C): O(GL(n;C)). Mai �̂ntâi s�a-l de�nim. Deoarece GL(n;C) = fM 2

Mn(C)jdet(M) 6= 0g rezult�a c�a O(GL(n;C)) este o localizare a lui O(Mn(C))
def
= C[Xij].

Un pic de observat�ie arat�a c�a deschisul GL(n;C) are inelul de coordonate:

O(GL(n;C)) = C[Xij ][D
�1] unde D = det(Xij)

adic�a inelul de rat�ionale de un tip special �̂n variabilele (Xij) (vom explica aceast�a construct�ie

�̂n paragraful dedicat spectrelor de inele �si punctelor �̂n geometria algebric�a).
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Atunci � �si " sunt exact acelea�si ca pentru Mn(C) , adic�a �(Xij) =
P

kXik 
Xkj �si

"(Xij) = �ij. Acum putem de�ni antipodul prin S(Xij) = D
�1(�1)i+jAji unde Aji este

al ij-lea (n � 1) � (n � 1) minor din matricea generic�a (Xij), dup�a care se prelunge�ste

ca antimor�sm la O(GL(n;C)). Pe scurt S(X)X = XS(X) = I, unde X = (Xij). Este

u�sor de veri�cat acum c�a O(GL(n;C)) este o algebr�a Hopf.

Pentru a face mai clare lucrurile vom considera cazul n = 2, deci GL(2;C).

EXEMPLUL 1.9 Vom scrie:

O(GL(n;C)) = C[a; b; c; d][(ad� bc)
�1
]

Astfel, elemente din O(GL(n;C)) sunt fract�ii de forma:

1 ; a ; a
2
b+ c ;

b

ad� bc

;

c

(ad� bc)
2

dar nu sunt elementele:
1

a

;

2

b+ 1
;

1 � d

ad� b

Atunci comultiplicarea duce la:

�(a) = a
 a+ b
 c

�(b) = a
 b+ b
 d (1.3)

�(c) = c
 a+ d 
 c

�(d) = c
 b+ d 
 d

�si:

�(
1

ad� bc

) =
1

ad� bc



1

ad� bc

Counitatea se de�ne�ste prin:

"(a) = "(d) = 1 "(b) = "(c) = 0 (1.4)

dup�a care se prelunge�ste prin liniaritate la O(GL(n;C)). Astfel:

�(
a

ad� bc

) =
a

ad� bc



a

ad� bc

+
b

ad� bc



c

ad� bc
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�si:

"(
a

ad� bc

) = 1

Antipodul se introduce prin:

S(a) = (ad� bc)
�1

S(b) = �(ad� bc)
�1

(1.5)

S(c) = �(ad� bc)
�1

S(d) = (ad� bc)
�1

�si apoi se prelunge�ste ca antimor�sm. O simpl�a veri�care algebric�a probeaz�a c�a O(GL(2;C))

devine o C-algebr�a Hopf (vezi [Smit92]).

1.4 Spectrul unui Inel. Punctul �̂n Geometria Algebric�a

S�a consider�am un inel comutativ (cu unitate) A. Amintim dou�a de�nit�ii relativ la un

ideal.

Un ideal P al lui A se nume�ste prim dac�a P 6= A �si din faptul c�a produsul a dou�a

elemente a; b 2 A este �̂n P rezult�a c�a cel put�in unul dintre aceste elemente este �̂n P .

Un ideal P al lui A se nume�ste ideal maximal dac�a P 6= A �si oricare ar � idealul I al

lui A cu P � I � A rezult�a I = A sau I = P .

Mult�imea idealelor prime ale ineluluiA se nume�ste spectrul acestui inel �si se noteaz�a cu

SpecA. Idealele prime se numesc punctele spectrului. Mult�imea idealelor prime maximale

ale inelului A formeaz�a spectrul maximal �si se noteaz�a cu SpecA. Elementele spectrului

maximal sunt �̂n coresponsent��a direct�a cu punctele geometrice efective.

S�a consider�am mor�smul de inele ' : A ! B. Atunci la nivel de spectre obt�inem o

aplicat�ie inversat�a a
' : SpecB ! SpecA numit�a asociata lui '. Subliniem c�a aplicat�ia

nu are loc �si �̂ntre spectrele maximale (adic�a preimaginea unui spectru maximal nu este

totdeauna maximal�a).

Existent�a lui a' se vede u�sor astfel: Fie P � B un ideal prim. Not�am Q = '�1(P ) � A. El

este ideal c�aci pentru orice x 2 Q, a 2 A avem ax 2 '�1('(ax)) = '('(a)'(b))� '�1('(a)P ) �

'�1(P ) = Q. Apoi Q este prim prin reducere la absurd: dac�a exist�a x; y 2 A cu x; y 2 Q �si
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xy 62 Q atunci '(x)'(y) 62 P , dar '(x)'(y) = '(xy) 2 '(Q) = P �si rezult�a c�a P nu ar � prim.

2

Invariantul fundamental al punctului x al variet�at�ii X este inelul local Ox al acestui

punct. Acest inel este format din toate funct�iile regulate �̂ntr-o vecin�atate oarecare a

punctului x. Aceast�a de�nit�ie trebuie dat�a cu grij�a deoarece diferite funct�ii sunt regulate

�̂n vecin�at�at�i diferite.

Vom nota cu k[X] inelul de polinoame in variabilele variet�at�ii a�ne �si cu coe�cient�i

�̂n corpul k. Acest inel se nume�ste inelul de coordonate al lui X. Not�am cu k(X) corpul

de fract�ii al inelului de coordonate k[X]. Dac�a varietatea X este ireductibil�a atunci Ox

este subinelul corpului k(X) format din toate funct�iile f 2 k(X) regulate �̂n punctul x.

Deoarece k(X) este corpul de fract�ii al inelului de coordonate k[X], deducem c�a inelul Ox

este format din fract�iile f=g cu f; g 2 k[X] g(x) 6= 0.

Aplicat�ia pe care o avem �̂n vedere a spectrelor de inele va � �̂n a considera inelul

de coordinate �si de a extrage grupul prin intermediul spectrului maximal al inelului de

coordonate. Dup�a ce vom deforma inelul de coordonate (algebra grupal�a), grupul s-ar

putea extrage acum tot din spectrul maximal, iar obiectul astfel obt�inut va reprezenta

exact "grupul cuantic".

Vom prezenta acum drept exemplu inelul de coordonate al lui M2(C), dup�a care vom

prezenta modalitatea de construire a inelelor de coordonate pentru subvariet�at�i deschise

�si �̂nchise ale unei variet�at�i algebrice (a�ne).

EXEMPLUL 1.10 Fie O(M2(C)) = C[a; b; c; d] inelul de polinoame �̂n patru variabile

a; b; c; d. Vom nota prin < X;Y > idealul generat de elementele X;Y �̂n inelul respectiv.

Atunci spectrul lui O(M2(C)) este:

SpecO(M2(C)) = f< 0 >;< a�m11 >;< b�m12 >;< c �m21 >;< d�m22 >;

< a�m11; b�m12 >;< a�m11; c�m21 >;< a�m11; d�m22 >;< b�m12; c�m21 >;

< b�m12; d�m22 >;< c�m21; d�m22 >;< a�m11; b�m12; c�m21 >;< a�m11; b�m12; d�m22 >;

< b�m12; c�m21; d�m22 >;< a�m11; b�m12; c�m21; d�m22 > j mij 2 Cg

Dintre toate idealele prime doar ultimul este ideal maximal. Deci:

SpecmO(M2(C)) = f< a�m11; b�m12; c�m21; d�m22 > j mij 2 Cg
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Observ�am c�a �ecare ideal prim maximal corespunde unei matrici �̂n M2(C):

< a�m11; b�m12; c�m21; d�m22 > , M =

 
m11 m12

m21 m22

!
2M2(C)

Trecem acum la cazul subvariet�at�ilor algebrice �̂nchise �̂ntr-un spat�iu a�n n-dimensional

(M2(C)) este un spat�iu a�n 4-dimensional). Consider�am c�a subvarietatea N este de�nit�a

de zerourile polinoamelor F1 = 0; : : : ; Fp = 0. Not�am cu I idealul prim generat de

F1; : : : ; Fp:

I =< F1; : : : ; Fp >� C[X1; : : : ;Xn]

Atunci inelul de coordonate al subvariet�at�ii N este dat de inelul factor:

O(N) = C[X1; : : : ;Xn]=I (1.6)

ceea ce �̂nseamn�a, echivalent, cu a pune restrict�ii asupra variabilelor X1; : : : ;Xn.

EXEMPLUL 1.11 Un exemplu simplu: Consider�am A
2 un spat�iu a�n bidimensional

�si N � A
2 dat�a de ecuat�ia: X1X2 = 1. Atunci O(N) = C[X1;X2]= < X1X2 � 1 >'

C[X1;X
�1
1 ], adic�a este format din toate funct�iile rat�ionale de X1 de forma G(X1)

Xn
1

unde

n � 0 �si G(X1) este polinom.

Un alt exemplu �̂l constituie SL(2;C) �si inelul s�a de coordonate:

EXEMPLUL 1.12 Avem c�a SL(2;C) �M2(C) �si este dat de ad� bc� 1 = 0. Atunci:

O(SL(2;C)) = C[a; b; c; d]= < ad� bc� 1 > (1.7)

Este interesant de v�azut c�a O(SL(2;C)) este o C-algebr�a Hopf cu �, " �si S introduse

prin (1:3), (1:4) �si (1:5). Esent�iale, �̂n veri�carea structurii de algebr�a Hopf, sunt relat�iile

urm�atoare:

�(ad� bc) = (ad� bc)
 (ad� bc)

"(ad� bc� 1) = 0

a c�aror veri�care este trivial�a.
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S�a analiz�am acum mult�imile deschise �̂n spat�ii a�ne. Acestea sunt complementare de

mult�imi �̂nchise. Am v�azut c�a o mult�ime �̂nchis�a este caracterizat�a printr-un ideal prim

�̂n C[X1; : : : ;Xn]. S�a not�am cu A = C[X1; : : : ;Xn] inelul de coordonate al spat�iului a�n.

Reamintim urm�atoarea de�nit�ie: O mult�ime S � A care nu cont�ine pe 0 �si este inchis�a

�̂n raport cu operat�ia de �̂nmult�ire, se nume�ste sistem multiplicativ. Pentru orice sistem

multiplicativ se poate construi inelul de fract�ii AS format din perechile (a; s), a 2 A,

s 2 S care se identi�c�a dup�a regula:

(a; s) = (a0; s0) , 9s00 2 S a:i: s
00(as0 � a

0
s) = 0

Operat�iile de inel de de�nesc �̂n mod natural:

(a; s) + (a0; s0) = (as0 + a
0
s; ss

0)

(a; s) � (a0; s0) = (aa0; ss0)

În cele ce urmeaz�a clasa perechii (a; s) va � notat�a cu a=s. Amintim urm�atoarea pro-

prietate a idealelor prime: Dac�a I este un ideal prim �̂n A atunci A � I este un sistem

multiplicativ.

S�a revenim la mult�imea daschis�a U � Cn. Fie P1; : : : ; Pm polinoamele generatoare ale

mult�imii �̂nchise Cn�U . Fie S = fP s1

1 � � �P
sm
m
g sistemul multiplicativ ca mai sus. Atunci

inelul de coordonate al lui U este:

O(U) = AS

adic�a inelul de funct�ii cu num�ar�atorii �̂n S. Coresponsent�a a 7! (a; 1) determin�a un

mor�sm ' : A! AS �si deci o aplicat�ie asociat�a:

a
' : SpecAs :! SpecA

care corespunde incluziunii mult�imii deschise U �̂n Cn. Se poate veri�ca, c�a aplicat�ia a
'

este injectiv�a �si c�a a
'(SpecAS) = BS este mult�imea idealelor prime ale lui A care nu

cont�in nici un element din S. Aplicat�ia invers�a 	 : Bs ! SpecAS este dat�a de formula

	(J) = fx=sjx 2 J; s 2 Sg. În particular dac�a f 2 A nu este un element nilpotent,

sistemul S = ffn; n = 1; 2; : : :g nu-l cont�ine pe 0. În acest caz inelul AS se noteaz�a cu Af .
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EXEMPLUL 1.13 În cazul lui U = GL(n;C) �e A = C[X11; : : : ;Xnn]. Atunci Mn(C)�

U este mult�imea �̂nchis�a determinat�a de condit�ia D = detM = 0, pentru M = (Xij).

Atunci sistemul multiplicativ este S = fDn
; n � 0g iar inelul de coordonate al lui U :

O(GL(n;C)) = AS

not
= AD = f

P

D
n
; P 2 A �si n � 0g

este inelul de fract�ii de forma P=D
n . Acest inel se mai noteaz�a �si sub forma: O(U) =

A[D�1]. Mor�smul A! A[D�1] de�nit prin a 7! a=1 conduce la aplicat�ia:

a
' : SpecO(U)! SpecA

injectiv�a care reprezint�a scufundarea deschisului GL(n;C) �̂n Mn(C).

1.5 Dualitatea Inel de Coordonate - Algebr�a Înf�a�sur�atoare

Universal�a

Consider�am un grup Lie complex G �si C-algebra Lie asociat�a g. Grupului Lie �̂i asociem

inelul de coordonate care se structureaz�a ca o C-algebr�a Hopf O(G). De la algebra Lie

obt�inem algebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a U(g) care de asemenea este o C-algebr�a Hopf.

Se na�ste �resc �̂ntrebarea ce leg�atur�a exist�a �̂ntre O(G) �si U(g) ? R�aspunsul este dat

de analiza atent�a a acestor structuri algebrice t�inând cont de teorema PBW (varianta

geometric�a) - teorema 1.6. Mai �̂ntâi câteva notat�ii de dualitate. Consider�am A o C-

algebr�a Hopf. Atunci:

A
� = HomC(A;C)

A
� = ff 2 HomC(A;C) j Ker f cont�ine un ideal de codimensiune �nit�ag

A
0 = ff 2 HomC(A;C) j Ker f cont�ine mn pentru un n; unde m = Ker "g

Elementelor din algebra �̂nf�a�sur�atoare le asociem operatori diferent�iali stâng invariant�i.

Ace�stia (operatorii diferent�iali) se pot aplica exact pe funct�iile regulate din inelul de

coordonate al grupului. Astfel se poate b�anui c�a ar trebui s�a existe o relat�ie de dualitate

�̂ntre U(g) �si O(G). R�aspunsul este a�rmativ �̂n urm�atoarele condit�ii: grupul G s�a �e

conex �si simplu conex, iar algebra Lie g s�a �e semisimpl�a. Atunci se arat�a c�a:

O(G)0 ' U(g) respectiv U(g)
� ' O(G)
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Grupuri Cuantice

Înainte de a porni la drum s�a �̂ncerc�am un sumar al faptelor.

Spat�iul a�n �̂n care construim totul este Mn(C). Acesta este de dimensiune n2 iar

inelul s�au de coordonate este O(Mn(C)) = C[Xij]. Consider�am grupurile algebrice de

matrici G care sunt scufundate �̂n Mn(C). Acestea sunt deschi�si sau �̂nchi�si �̂n spat�iul

a�n �si admit un inel de coordonate O(G) care este dotat, totodat�a , cu o structur�a de

C-algebr�a Hopf. Algebrei Lie g asociate grupului G putem s�a-i determin�am algebra sa

universal�a �̂nf�a�sur�atoare U(g). Aceasta este identi�cabil�a cu o C-algebr�a polinomial�a

necomutativ�a �̂ntre variabilele c�areia exist�a anumite relat�ii de comutare. Aceasta este

de asemeni o C-algebr�a Hopf dar, spre deosebire de inelul de coordonate, o algebr�a de

polinoame necomutative. În plus, sub anumite condit�ii (G s�a �e conex �si simplu conex �si

g s�a �e semisimpl�a) �̂ntre cele dou�a structuri avem o relat�ie de dualitate fat��a de topologia

m-adic�a (vezi paragraful 1.5).

În utilizarea grupurilor, not�iunea de act�iune (sau reprezentare) are o important��a

fundamental�a.

S�a consider�am act�inea unui grup Lie G (�Mn(C)) �̂n spat�iul Cn, de�nit�a prin:

f : G�Cn ! Cn
; f(A;x) = Ax

Atunci aceast�a funct�ie poate � "ridicat�a" pân�a la inelele de coordonate ale celor dou�a

spat�ii (̂�n cazul lui Cn O(Cn) = C[T1; : : : ; Tn]) �si anume pân�a la un mor�sm de algebre

astfel:

� : O(Cn)! O(G) 
O(Cn)

24
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�(Ti) =
P

kXik 
 Tk. Astfel O(C
n) are o structur�a de O(G)-comodul la stânga.

S�a consider�a acum act�iunea algebrei Lie g �̂n spat�iul Cn de�nit�a asem�an�ator:

h : g �Cn ! Cn
; h(A;x) = Ax

Atunci aceast�a funct�ie poate � prelungit�a pân�a la un mor�sm de algebre �̂ntre algebra

�̂nf�a�sur�atoare a lui g �si inelul de coordonate al lui Cn, mai precis:

� : U(g) 
O(Cn)! O(Cn)

prin: dac�a u = i(A1) : : : i(Ap) 2 U(g) cu Ai 2 g atunci �(u; x) = A1 � � �Apx. Acest

mor�sm face O(Cn) s�a �e un U(g)-modul la stânga.

Astfel, teoria act�iunii (�si reprezent�arilor) se reduce la g�asirea tuturorO(G)-comodulelor

la stânga sau U(g)-modulelor la stânga. Observ�am c�a prin aceast�a liftare practic dispar

grupul �si algebra Lie asociat�a. În locul lor apar ca mult mai importante cele dou�a structuri

duale: inelul de coordonate �si algebra �̂nf�a�sur�atoare, obiecte care posed�a �si o structur�a de

C-algebr�a Hopf, induse de structurile de grup sau, respectiv, algebr�a originale.

În cele ce urmeaz�a vom �̂ncerca s�a "deform�am" structura de C-algebr�a Hopf a algebrei

�̂nf�a�sur�atoare U(g) �̂ncercând, acolo unde s-a rezolvat, s�a g�asim �si deformarea similar�a

a C-algebrei Hopf O(G) care s�a p�astreze cât mai mult din dualitate. Dac�a s-ar dori

determinarea unui grup din structurile deformate, ar trebui s�a se calculeze spectrul inelului

O(G) deformat (pe care �̂l not�am Oq(G)), iar apoi s�a se recupereze structura algebric�a pe

aceste puncte. Atunci putem considera c�a exist�a o corespondent��a direct�a �̂ntre grupuri

cuantice �si algebre �̂nf�a�sur�atoare deformate Uq(g). Caracteristica de�nitorie a lui Uq(g)

este faptul c�a r�amâne o C-algebr�a Hopf. Acest lucru �̂l face pe Drinfel'd s�a spun�a c�a

la nivel categoricial exist�a un functor �̂ntre categoria algebrelor Hopf �si cea a grupurilor

cuantice. (vezi [Drin86]).

În cele ce urmeaz�a ne vom ocupa de deform�arile algebrelor Hopf �̂n cazul n = 2.

2.1 Matricea R �si Ecuat�ia Yang-Baxter

Consider�am cazul n = 2. C�aut�am o matriceR 2M4(C) = M2(C)
M2(C) = EndC(C
2


C2) care s�a respecte o anumit�a egalitate pe care o introducemmai jos. Dac�a R =
P

i ai
bi
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atunci de�nim R12; R13; R23 2M8(C) = EndC(C
2 
C2 
C2) prin:

R12 =
X
i

ai 
 bi 
 1 ; R13 =
X
i

ai 
 1
 bi ; R23 =
X
i

1 
 ai 
 bi

Ecuat�ia cuantic�a Yang-Baxter (QYBE) se scrie atunci sub forma:

R12R13R23 = R23R13R12 (2.1)

Dac�a solut�ia R depinde de un parametru h, dezvolt�am �̂n jurul lui 0 (unde R(0) = I)

�si obt�inem: R(h) = I + rh + r2h
2 + : : :. Pentru r 2 Mn(C) construim r12; r13; r23 ana-

log construct�iei lui R12; R13; R23 iar aceste matrici vor satisface ecuat�ia clasic�a Yang-

Baxter(CYBE):

[r12; r13] + [r12; r23] + [r13; r23] = 0 (2.2)

Vom veri�ca c�a o anumit�a matrice este solut�ie a lui (2.1) (QYBE), iar "liniarizarea" sa

este solut�ie a lui (2.2) (CYBE):

R =

2
6664
q
2 0 0 0

0 1 0 0

0 p 1 0

0 0 0 q
2

3
7775 ; unde p = q

2 � q
�2

; q 2 C (2.3)

Descompunerea lui R este de forma:

R =

"
1 0

0 0

#O"
q
2 0

0 1

#
+

"
0 0

0 1

#O"
1 0

0 q
2

#
+

"
0 0

1 0

#O"
0 p

0 0

#

Atunci se obt�ine:

R12 = R 
 I2 =

2
66666666666664

q
2 0 0 0 0 0 0 0

0 q
2 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 p 0 1 0 0 0

0 0 0 p 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 q
2 0

0 0 0 0 0 0 0 q
2

3
77777777777775
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R13 =

2
66666666666664

q
2 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 q
2 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 p 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 q
2 0 0

0 0 0 p 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 q
2

3
77777777777775

R23 = I2 
R =

2
66666666666664

q
2 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 p 1 0 0 0 0 0

0 0 0 q
2 0 0 0 0

0 0 0 0 q
2 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 p 1 0

0 0 0 0 0 0 0 q
2

3
77777777777775

iar QYBE se veri�c�a prin �̂nmult�irea acestor matrici 8 � 8.

Liniarizarea matricii R se poate obt�ine dac�a punem q = e
h=2. Atunci q2 = 1+ h+ : : :,

iar p = e
h � e

�h = 1 + h
2 + : : :. Deci:

r =

2
6664
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

3
7775

Iar celelalte 3 matrici r12; r13; r23 se obt�in analog lui R12; R13; R23 �si apoi se veri�c�a :

[r12; r13] = [r12; r23] = [r13; r23] = 0

Deci �si CYBE se veri�c�a.

2.2 Deformarea Inelului de Coordonate O(M2(C))

S�a not�am cu C < Xij > algebra liber�a �̂n nedeterminateleXij, 1 � i; j � 2 �si X = (Xij) 2

M2(C < Xij >) matricea de coordonate. S�a not�am cu X1 = X
I �si X2 = I
X. Atunci,

pentru o matrice R 2 M4(C) de�nim IR s�a �e idealul bilateral �̂n C < Xij > generat de

elementele matricii:

RX1X2 �X2X1R (2.4)
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Atunci algebra matricial�a cuantic�a asociat�a lui R se de�ne�ste prin algebra factor:

OR(M2(C))
def
= C < Xij > =IR (2.5)

Observ�am c�a pentru R = I obt�inem algebra comutativ�a obi�snuit�a O(M2(C)). În cele ce

urmeaz�a vom considera matricea R solut�ie a ecuat�iei Yang-Baxter (CYBE) prezentat�a

anterior (2.3). Vom nota simplu Oq(M2(C)) = OR(M2(C)) pentru acest R.

Dac�a dezvolt�am (2.4) obt�inem:

RX1X2 �X2X1R =

2
6664

0 q
�2
X11X12 �X12X11

X11X21 � q
2
X21X11 X11X22 �X22X12 � pX21X12

X21X11 � q
�2
X11X21 X21X12 �X12X21

0 q
�2
X21X22 �X12X21

q
2
X12X11 �X11X12 0

X12X21 �X21X12 X12X22 � q
2
X22X12

X22X11 �X11X22 + pX12X21 X22X12 � q
�2
X12X22

q
2
X22X21 �X21X22 0

3
7775

A considera inelul O(M2(C)) = C < Xij > =IR �̂nseamn�a a considera inelul C <

a; b; c; d > cu urm�a toarele relat�ii de comutare:

ba = q
�2
ab db = q

�2
bd bc = cb

ca = q
�2
ac dc = q

�2
cd ad� da = (q2 � q

�2)bc

Întru-cât O(M2(C)) astfel de�nit este un inel generat de extensia Ore iterat�a:

C[a] � C[a; b] =
M
j

C[a]bj � C[a; b; c] =
M
k

C[a; b]ck � C[a; b; c; d] =
M
l

C[a; b; c]dl

rezult�a c�a o baz�a poate � luat�a faibjckdlji; j; k; l 2 Ng (ca spat�iu vectorial), iar ca inel

r�amâne domeniu noetherian1. Mai mult, cu acelea�si legi ca �si O(M2(C)) obt�inem c�a

Oq(M2(C)) este o bialgebr�a.

2.3 Grupul Cuantic SL(2;C)

2.3.1 Algebra Hopf Oq(SL(2;C))

Construct�ia inelului Oq(SL(2;C)) se face analog lui O(SL(2;C)). Problema ce se ridic�a

se refer�a la determinantul unei matrici. Dac�a nedeformat det � ad� bc, vom lua detq �

1Adic�a este domeniu de integritate �si orice ideal este �nit generat
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ad� q
2
bc. Atunci:

Oq(SL(2;C))
def
= Oq(M2(C))= < ad� q

2
bc� 1 >

Se poate demonstra c�a Oq(SL(2;C)) admite o structur�a de C-algebr�a Hopf construit�a

din structura de bialgebr�a "mo�stenit�a" de la Oq(M2(C)), iar antipodul se de�ne�ste analog

cazului nedeformat:

S(a) = (ad� q
2
bc)

�1
d S(b) = �(ad� q

2
bc)

�1
b

S(c) = �(ad� q
2
bc)

�1
c S(d) = (ad� q

2
bc)

�1
a

(2.6)

În demonstrat�ia structurii de bialgebr�a, pentru ca � �si " s�a treac�a la inelul factor Oq(SL(2;C))

se utilizeaz�a relat�iile:

�(ad� q2bc) � (ad� q2bc)
 (ad� q2bc)

"(ad� q2bc� 1) = 0

O motivat�ie pentru alegera lui detq = ad � q
2
bc este dat�a de faptul c�a centrul lui

Oq(M2(C)) este generat de ad� q
2
bc (atunci când q nu este o r�ad�acin�a a unit�at�ii). Într-

adev�ar:

a detq = a(ad� q
2
bc) = aad� q

2
abc = a[da+ (q2 � q

�2)bc]� q
�2
abc = ada� q

�2
abc =

= ada� bac = ada� q
2
bca = (ad� q

2
bc)a = detq a

Analog pentru ceilalt�i generatori.

2.3.2 Algebra �̂nf�a�sur�atoare deformat�a Uh(sl(2))

Cu notat�iile din exemplul 1.7 avem c�a:

U(sl(2)) = C < X1;X2;X3 > = < X1X2�X2X1�2X2;X1X3�X3X1+2X3;X2X3�X3X2�X1 >

Deformarea cuantic�a a lui U(g) (̂�n construct�ia Kulish-Reshetikhin, 1983) porne�ste de la

deformarea comutatorului [X2;X3] �si anume:

[X2;X3] =
sinh(1

2
hX1)

sinh(1
2
h)

(2.7)
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unde h 2 C este un num�ar complex, iar sinh(x) = (ex � e
�x)=2 este sinusul hiperbolic.

Se observ�a c�a limh!0 sinh(
1
2
hX1)=sinh(

1
2
h) = X1. Structura deformat�a va �:

Uh(sl(2))
def
= C < X1;X2;X3 > = < X1X2 �X2X1 � 2X2;X1X3 �X3X1 + 2X3;

X2X3 �X3X2 � sinh(
1

2
hX1)=sinh(

1

2
h) >

Limita limh!0 Uh(sl(2)) are sens prin considerarea structurii factor Uh(sl(2))=hUh(sl(2)).

Se veri�c�a u�sor c�a

Uh(sl(2))=hUh(sl(2)) ' U0(sl(2)) = U(sl(2))

Vom demonstra c�a Uh(sl(2)) este dotat�a o structur�a de algebr�a Hopf. Pentru aceasta,

�̂ns�a, vom schimba generatorul X1 convenabil.

2.3.3 Algebra �̂nf�a�sur�atoare deformat�a Uq(sl(2))

S�a consider�am X4 = exp(1
4
hX1) �si q = exp(1

4
h). Atunci relat�ia de comutare (2.7) se

transform�a �̂n:

X2X3 �X3X2 =
X

2
4 �X

�2
4

q
2 � q

�2

S�a consider�am o serie formal�a g(x) =
P

k�0 akx
k. Deoarece X1X2 �X2X1 = 2X2 rezult�a

X1X2 = X2(X1+2). RecurentXn

1X2 = X2(X1+2)
n
deci formal: g(X1)X2 = X2g(X1+2).

Analog g(X1)X3 = X3g(X1 � 2). Dac�a consider�am g(x) = exp(1
4
hx) atunci:

X4X2 = q
2
X2X4 X4X3 = q

�2
X3X4

Obt�inem c�a Uh(sl(2)) este izomorf cu urm�atoarea structur�a notat�a Uq(sl(2)):

Uq(sl(2))
def
= C < X2;X3;X4;X

�1
4 >

cu relat�iile de comutare:

X4X2 = q
2
X2X4 ; X4X3 = q

�2
X3X4 ; X2X3 �X3X2 =

X
2
4 �X

�2
4

q
2 � q

�2

Acest din urm�a obiect, Uq(sl(2)), admite o structur�a de C-algebr�a Hopf. Într-adev�ar, s�a

consider�am:

�(X2) = X2 
X
�1
4 +X4 
X2
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�(X3) = X3 
X
�1
4 +X4 
X3

�(X4) = X4 
X4 �(X�1
4 ) = X

�1
4 
X

�1
4

S(X2) = �q
�2
X2 S(X3) = �q

2
X3

S(X4) = X
�1
4 S(X�1

4 ) = X4

"(X2) = "(X3) = 0 "(X4) = "(X�1
4 ) = 1

iar apoi extindem � �si " ca mor�sme de algebr�a, �̂n timp ce S se extinde ca antimor�sm.

Veri�c�arile de coasociativitate, counitaritate �si element antipod sunt su�cient de simple.

În mod clar Uq(sl(2)) este o extensie Ore iterat�a �si prin urmare un domeniu de noethe-

rianitate cu baza fX i

2X
j

3X
k

4 ji; j 2 N; k 2 Zg. Centrul lui Uq(sl(2)) este generat de un

analog al unui element Cazimir:


 = X2X3 +X3X2 +
q
4 + 1

q
4 � 1

X
2
4 +X

�2
4

q
2 � q

�2

Pentru mai multe am�anunte vezi [Smit92].

Leg�atura �̂ntre Uq(sl(2)) de�nit mai sus �si O(SL(2;C)) a fost ar�atat�a �̂n 1987 de

M.Rosso ([Rosso87]) utilizând o reprezentare a lui Uq(sl(2)). Se obt�ine o funct�ie injectiv�a

de la Uq(sl(2)) 7! Oq(SL(2;C))
� unde � reprezint�a dualul algebric al lui O(SL(2;C))

(A� = HomC(A;C)). În plus, dac�a se introduce o anumit�a topologie co-�nit�a peOq(SL(2;C)),

mor�smul devine un izomor�sm pân�a pe Oq(SL(2;C))
0.
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Aplicat�ii �̂n Fizic�a ale lui SUq(2)
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Capitolul 3

Reprezent�arile Bosonice ale lui

SUq(2)

3.1 Deformarea Grupului SU (2)

3.1.1 Algebra Hopf SUq(2)

Pentru SU(2) se poate proceda analog grupului SL(2). Problema este c�a, spre deosebire de

SL(2), trebuie t�inut cont de relat�ia de unitaritate care presupune utilizarea conjugatelor

coordonatelor. S�a not�am compact:

X =

"
a �q2�b

b �a

#

Atunci cu aceea�si matrice R ca cea din (2.3) construim un inel de coordonate analog lui

(2.5) pe care �̂l facoriz�am printr-un inel cont�inând detq � 1 �si T+ � T
�1:

Oq(SU(2)) = C < a; b; �a;�b > = < RX1X2 �X2X1R; detq � 1; T+ � T
�1

>

Tot compact putem scrie �si legile de C-algebr�a Hopf:

�(X) = X 
X ; "(X) = I ; S(X) = X
�1

3.1.2 Algebra deformat�a Uq(su(2))

Algebra �̂nf�a�sur�atoare Uq(su(2)) se de�ne�ste pornind de la generatorii J+; J�; J3 a�sa cum

apar �̂n exemplul 1.8. Mai precis, relat�iile de comutare prezentate acolo se deformeaz�a
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astfel:
[J3; J�] = �J�
[J+; J�] = [2J3]

(3.1)

unde am introdus paranteza cuantic�a:

[x] =
q
x � q

�x

q � q
�1

(3.2)

sau, �̂n termenii lui 
 = ln q obt�inem:

[x] =
sinh(
x)

sinh(
)
(3.3)

Deci avem c�a:

Uq(su(2)) = C < J+; J�; J3 > = < J3J� � J�J3 � J�; J+J� � J�J+ � [2J3] >

Propriet�at�ile parantezei cuantice pot � restrânse la:

i) limq!1[x] = x = lim
!0[x]

ii) [�x] = �[x]

iii) [1] = 1, [0] = 0

iv) [ ] este invariant�a la transformarea numit�a de dualitate q$ q
�1 sau 
 $�
.

O prim�a consecint��a a relat�iilor (i) �si (ii) este c�a SUq(2) �si SU(2) au aceea�si algebr�a

pentru spin 0 (J3 = 0) �si pentru spin 1
2
(2J3 = �1). În plus are loc relat�ia la limit�a:

lim
q!1

Uq(su(2)) = U(su(2))

3.2 Reprezentarea Bosonic�a a lui U
q
(su(2))

Jimbo a construit o reprezentare �nit dimensional�a pentru operatorii J+; J�; J3 �̂n care

ace�stia act�ioneaz�a �̂ntr-un spat�iu Hilbert cu baza jjm > dup�a relat�iile:

J3jjm > = mjjm >

J�jjm > = ([j �m][j �m+ 1])
1

2 jj;m� 1 >
(3.4)

unde j = 0; 1
2
; 1; 3

2
; : : : �si �j � m � j. Atunci:

J�J+jjm >= [j �m][j +m+ 1]jjm >
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J+J�jjm >= [j +m][j �m+ 1]jjm >

Pentru a obt�ine reprezent�arile bosonice consider�am limita j !1 �̂n dou�a situat�ii �si anume

atunci când j �m = n1 �nit sau j +m = n2 �nit.

a) Consider�am j �m = n1 este �nit. Atunci:

J�q
[2j]

J+q
[2j]
jjm >= [j �m]

[j +m+ 1]

[2j]
jjm >�! [n1]jjm >

J+q
[2j]

J�q
[2j]
jjm >=

[j +m]

[2j]
[j �m+ 1]jjm >�! [n1 + 1]jjm >

De�nim operatorii limit�a:

a1 = lim
j!1

j�m=n1

J+q
[2j]

a
+
1 = lim

j!1

j�m=n1

J�q
[2j]

Atunci vom rescrie a+1 a1 = [N1], a1a
+
1 = [N1 + 1] �si:

[a1; a
+
1 ] = [N1 + 1]� [N1] =

cosh(
=2(2N1 + 1))

cosh(
=2)

Putem construi acum un spat�iu Hilbert cu baza jn1 > dat�a de:

jn1 >=
(a+1 )

n1

([n1]!)
1=2
j0 >

unde:

[n1]! = [n1][n1 � 1] � � � [2][1]

iar act�iunea operatorilor N1; a1; a
+
1 este dat�a de:

N1jn1 >= n1jn1 >

a1jn1 >= [n1]
1=2
jn1 � 1 >

a
+
1 jn1 >= [n1 + 1]

1=2jn1 + 1 >

b) Consider�am acum j +m = n2 = 0; 1; 2; : : : �si j !1. Repet�am schema anterioar�a

�si obt�inem:

J�q
[2j]

J+q
[2j]
jjm >=

[j �m+ 1]

[2j]
[j +m+ 1]jjm >�! [n2 + 1]jjm >
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J+q
[2j]

J�q
[2j]
jjm >= [j +m]

[j �m+ 1]

[2j]
jjm >�! [n2]jjm >

De�nim acum operatorii limit�a astfel:

a2 = lim
j!1

j+m=n2

J�q
[2j]

a
+
2 = lim

j!1

j+m=n2

J+q
[2j]

Obt�inem astfel: a+2 a2 = [N2], a2a
+
2 = [N2 + 1] �si:

[a2; a
+
2 ] = [N2 + 1]� [N2] =

cosh(
=2(2N2 + 1))

cosh(
=2)

Spat�iu Hilbert pe care �̂l putem s�a-l construim este format din vectorii jn2 > dat�i de:

jn2 >=
(a+2 )

n2

([n2]!)
1=2
j0 >

iar act�iunea lor este dat�a de:

N2jn2 >= n2jn2 >

a2jn2 >= [n2]
1=2jn2 � 1 >

a
+
2 jn2 >= [n2 + 1]

1=2jn2 + 1 >

Am obt�inut astfel dou�a tipuri de oscilatori armonici care compun starea. Aceasta

(starea general�a jjm >) este obt�inut�a din:

jjm >=
(a+1 )

j�m

([j �m]!)
1=2

(a+2 )
j+m

([j +m]!)
1=2
j0 > (3.5)

pe care o not�am �si cu jjm >= jn1n2 >.

S�a consider�am acum J� = a
+
1 a2, J+ = a

+
2 a1, 2J3 = N2�N1. Ne propunem s�a veri�c�am

relat�iile de comutare �̂n baza jn1n2 > de�nite mai sus. Avem:

[J3; J+]jn1n2 >=
1

2
[N2�N1; a

+
2 a1]jn1n2 >=

1

2
f(N2�N1)a

+
2 a1jn1n2 > �a

+
2 a1(N2�N1)jn1n2 >g =

=
1

2
f(N2 �N1)a

+
2 jn1 � 1; n2 > [n1]

1=2 � (n2 � n1)a
+
2 a1jn1n2 >g =

=
1

2
f(N2�N1)jn1�1; n2+1 > [n2+1]

1=2[n1]
1=2�(n2�n1)[n

1=2
1 [n2+1]

1=2jn1�1; n2+1 >g =
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=
1

2
f(n2 � n1 + 2)[n1]

1=2[n2 + 1]1=2 � (n2 � n1)[n1]
1=2[n2 + 1]1=2gjn1 � 1; n2 + 1 >=

= [n1]
1=2[n2 + 1]1=2jn1 � 1; n2 + 1 >

Pe de alt�a parte:

J+jn1n2 >= [n1]
1=2[n2 + 1]1=2jn1 � 1; n2 + 1 >

De unde obt�inem c�a [J3; J+] = J+. Analog [J3; J�] = �J�. Cu o schem�a asem�an�atoare,

doar c�a necesit�a un efort de calcul algebric mai mare, se veri�c�a �si relat�ia [J+; J�] = [2J3].

Din considerarea celor dou�a limite j !1 �̂n cazurile j�m = const sau j+m = const

deducem ecuat�iile oscilatorului cuantic deformat (numit q-oscilatorul armonic) �si anume:

a
+
a = [N ] aa

+ = [N + 1] (3.6)

�si:

[a; a+] =
cosh(
=2(2N + 1))

cosh(
=2)
(3.7)

Se observ�a c�a �̂n limita 
 ! 0 obt�inem: [a; a+] = 1 adic�a oscilatorul armonic nedeformat.

În ceea ce prive�ste elementele Cazimir ale algebrei �̂nf�a�sur�atoare (deformate) putem

spune c�a centrul algebrei deformate Uq(su(2)) cont�ine operatorul:

C2[SUq(2)] = J�J+ + [J3][J3 + 1]

care, aplicat pe vectorii reprezent�arii conduce la:

C2[SUq(2)]jjm >= [j][j + 1]jjm >

(vezi �si [Bona91]).



Capitolul 4

Aplicat�ii ale Grupurilor Cuantice

4.1 Analiza Spectrului Vibrat�ional

A�sa cum am v�azut �̂n capitolul precedent, putem de�ni q-operatorii de anihilare �si creare

a, a+ care act�ioneaz�a �̂n spat�iul Hilbert cu baza fjn >g astfel:

ajn >= [n]1=2jn� 1 >

a
+jn >= [n+ 1]1=2jn+ 1 >

iar operatorul num�arului de particule N se de�ne�ste prin:

[N ] = a
+
a ; cu N jn >= njn >

Se pot veri�ca relat�iile de comutare: [N; a+] = a
+, [N; a] = �a. Putem de�ni acum

q-pozit�ia �si q-impulsul astfel:

P = i

s
m�h!

2
(a+ � a)

Q =

s
�h

2m!

(a+ + a)

cu m;!; �h având semni�cat�iile uzuale, iar relat�ia de comutare este: [P;Q] = i�h[a+; a].

Hamiltonianul sistemului va �:

H =
1

2m
P

2 +
1

2
m!

2
Q

2 =
1

2
�h!(aa+ + a

+
a) (4.1)

Vectorii �si valorile proprii ale energiei vor �:

Hjn >= Eq(n)jn >

38
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cu:

Eq(n) =
1

2
�h!([n+ 1] + [n]) (4.2)

4.1.1 Analiza �̂n cazul q = eig

Avem paranteza cuantic�a:

[x] =
sin(gx)

sin(g)

�si atunci:

Eq(n) � Eg(n) =
�h!

2sing

2

sin (n+
1

2
)g (4.3)

Se observ�a c�a limg!0Eg(n) = �h!(n + 1
2
), adic�a obt�inem spectrul oscilatorului armonic

nedeformat.

1) Dependent�a E = Eg(n) este prezentat�a �̂n �gurile 1,3 �si 4 de la sfâr�situl lucr�arii. Se

observ�a o concentrare energetic�a �̂n dou�a puncte ��h!
2
pentru g = �

2
; �;

3�
2
.

2) Din relat�ia:

Eg(n) = C(g) sin(n+
1

2
)g

deducem c�a pentru g 6= 0 spectrul este m�arginit de domeniul [�C(g); C(g)]

3) Dac�a g nu este �̂n rat�ionalitate cu � (adic�a g

�
62 Q), un rezultat cunoscut din

teoria sistemelor ergodice ne asigur�a c�a fEg(n)jn 2 Ng este dens�a �̂n I = [�C(g); C(g)].

Obt�inem deci c�a spectrul oscilatorului devine o band�a. Multiplicitatea unui nivel energetic

este 1.

4) Dac�a g = �

N
, atunci obt�inem un spectru discret, �nit, iar num�arul liniilor este par.

Într-adev�ar, �e dou�a linii cu numerele n1 �si n2:

Eg(n1) = C(g) sin((n1 +
1

2
)
�

N

) Eg(n2) = C(g) sin((n2 +
1

2
)
�

N

)

Pentru periodicitate: (n2 +
1
2
) �
N
� (n1 +

1
2
) �
N
= 2�, deci n2 � n1 = 2N , sau (n1 +

1
2
) �
N
+

(n2 +
1
2
) �
N
= �; 3�. Atunci n1 + n2 + 1 = N sau n1 + n2 + 1 = 3N . Num�arul de perechi

(n1; n2) cu 0 � n1; n2 < 2N independente de relat�iile n1 + n2 + 1 = N; 3N se deduce a �:

Nr:linii=

(
N pentru N = 2p (par)

N + 1 pentru N = 2p + 1 (impar)

Multiplicitatea unei linii este 1.
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4.1.2 Cazul q = eg

Atunci paranteza cuantic�a este:

[x] =
sinh(gx)

sinh(g)

iar valorile proprii ale energiei se deduc din (4.2):

Eq(n) =
�h!

2sinhg

2

sinh (n+
1

2
)g (4.4)

Gra�cul E = Eg(n) este redat �̂n �gura 2 de la sfâr�situl lucr�arii.

1) Pentru n = 0 se obt�ine nivelul fundamental E0 =
�h!
2
, invariant la deformare.

2) Pentru ng � 1 putem aproxima sinh (n+ 1
2
)g � 1

2
e
(n+ 1

2
)g �si atunci:

Eg(n) � C(g)eng

Se observ�a c�a:
Eq(n+ 1)

Eq(n)
= e

g �si
Eq(n+ 1) � Eq(n)

Eq(n)� Eq(n� 1)
= e

g

Deci nivelele energetice cât �si liniile spectrale sunt �̂n progresie geometric�a. Multiplicitatea

�ec�arei linii este 1.

3) Dac�a dezvolt�am dup�a g (valori mici), obt�inem pentru nivelele energetice urm�atoarea

expresie:

Eq(n) = �h!(n +
1

2
) +

�h!

6
(n+

1

2
)(n2 + n)g2 + � � �

adic�a un spectru de oscilator anarmonic.

4.1.3 Cazul q = e�+ig

În acest caz paranteza cuantic�a arat�a destul de complicat:

[x] =
cosh(�(x+ 1))cos(g(x� 1))� cosh(�(x� 1))cos(g(x+ 1))

cosh(2�) � cos(2g)
+

+i
sinh(�(x+ 1))sin(g(x� 1)) � sinh(�(x� 1))sin(g(x+ 1))

cosh(2�) � cos(2g)

Pentru � mic aproxim�am �̂n primul ordin:

[x] =
sin(gx)

sin(g)
+ i�

(x+ 1)sin(g(x� 1))� (x� 1)sin(g(x+ 1))

2sin2g
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Înlocuind �̂n (4:2) obt�inem urm�atoarele valori:

Eq(n) = Eg(n) + i��g(n)

unde Eg(n) este dat de (refe43), iar:

�g(n) =
�h!

2
(
sin(ng)

2sin2 g
2

�
cos(n + 1

2
)g

sin
g

2

)

4.2 Analiza Spectrului Rotat�ional

În analiza spectrului unui rotator rigid deformat avem dou�a c�ai: prima este de a deforma

hamiltonianul astfel �̂ncât s�a r�amân�a element Cazimir �̂n algebra deformat�a, iar a doua

cale este de a p�astra de�nit�ia hamiltonianului, dar de a deforma act�iunea sa. Vom analiza

pe rând cele dou�a posibilit�at�i.

4.2.1 Hamiltonianul ca element Cazimir

A�sa cum am v�azut �̂n �nalul capitolului anterior, element Cazimir al grupului SUq(2) �̂l

constituie operatorul:

C2 = J�J+ + [J3][J3 + 1]

cu valorile proprii:

C2jjm >= [j][j + 1]jjm >

Astfel, dac�a postul�am c�a hamiltonianul rotatorului rigid este proport�ional cu elementul

Cazimir C2 plus un multiplu de unitate obt�inem:

H = �h2

2I
C2 + E0

(I=momentul de inert�ie al rotatorului) �si atunci valorile proprii ale energiei vor �:

Ej =
�h2

2I
[j][j + 1] + E0 (4.5)

În cazul q = e
ig obt�inem:

Eg(j) =
�h2

2I

sin(gj)sin(g(j + 1))

sin
2(g)

+ E0
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O dezvoltare �̂n serie dup�a parametrul g (pentru gj � 1) duce la:

Eg(j) =
�h2

2I
(j(j + 1)(1 +

g
2

6
)� j

2(j + 1)
2g

2

3
) + E0 (4.6)

Obt�inem astfel o formul�a corectiv�a la nivelele energetice obi�snuite ale rotatorului rigid

nedeformat.

O astfel de formul�a se poate aplica atât �̂n �zica atomic�a cât �si �̂n cea nuclear�a.

În studiul spectrelor moleculare biatomice este frecvent utilizat un potent�ial de tip

Morse:

U(r) = D(1 � e
��(r�r0))2

pentru care nivelele energetice au forma:

Enj = �h!((n+
1

2
)�B1(n+

1

2
)2) + �h2

2I
(j(j + 1)�B2j

2(j + 1)2) +B3(n+
1

2
)j(j + 1) + � � �

Dac�a neglij�am spectrul vibrat�ional obt�inem:

E�;j =
�h2

2I
(j(j + 1)�B2j

2(j + 1)2) + �

formul�a care este asem�an�atoare cu (4.6).

Se observ�a c�a parametrul de deformare al grupului poate � luat:

g =
q
3B2

�si obt�inem o bun�a aproximat�ie a spectrului Morse.

În studiul spectrelor de rotat�ie ale nucleelor par-pare deformate se utilizeaz�a o formul�a

aproximativ�a de tipul:

Ej = E0 +
�h2

2I
(j(j + 1) �Bj

2(j + 1)2 + Cj
3(j + 1)3 � � � �)

unde ordinul coe�cient�ilor este: B = 10�3; C = 10�6. Atunci formula de mai sus se poate

aproxima cu (4.6) pentru g = 0:053. (vezi [Bona91]).
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4.2.2 Deformarea act�iunii

Ideea este urm�atoarea: S�a p�astr�am de�nit�ia hamiltonianului utilizând momentul cinetic

total astfel:

H = �h2

2I
J
2 = �h2

2I
(J2

1 + J
2
2 + J

2
3 ) =

�h2

2I
(J+J� + J

2
3 �

1

2
[J+; J�])

Acum utilizând relat�iile de comutare (3.1) obt�inem:

H = �h2

2I
(J+J� + J

2
3 �

1

2
[2J3])

Valorile proprii ale acestui hamiltonian vor � atunci:

Eq(j;m) = �h2

2I
([j +m][j �m+ 1] +m

2 �
1

2
[2m]) (4.7)

Se observ�a c�a noul hamiltonian nu este element Cazimir al sistemului, dar valorile sale

proprii (4.7) prezint�a o serie de propriet�at�i interesante pe care le vom enumera �̂n contin-

uare:

1) Avem c�a: Eq(j;�m) = Eq(j;m)

Acest lucru rezult�a din formulele:

J
2 = J�J+ + J

2
3 +

1

2
[J+; J�]

[�2m] = �[2m]

Atunci:

Eq(j;m) = �h2

2I
([j �m][j +m+ 1] +m

2 +
1

2
[2m])

�si deci:

Eq(j;�m) = �h2

2I
([j +m][j �m+ 1] +m

2 �
1

2
[2m]) = Eq(j;m)

2) Din proprietatea de mai sus rezult�a c�a multiplicitatea unui nivel este 2 pentrum 6= 0

�si 1 pentru m = 0.

3) În limita q ! 1 obt�inem formulele uzuale pentru energia rotatorului rigid:

E(j) = �h2

2I
j(j + 1)

În plus, multiplicitatea unei linii energetice (pentru cazul nedeformat) este 2j + 1.
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4) În cazul q = e
ig obt�inem:

Eg(j;m) = �h2

2I
(
sin(g(j +m))sin(g(j �m+ 1))

sin
2
g

+m
2 �

1

2

sin(2mg)

sin(g)
)

Dependent�a E = Eg(j;m) este reprezentat�a �̂n �gurile 5 �si 6 de la sfâr�situl lucr�arii. Se

remarc�a, c�a pentru g �̂n vecin�atatea lui �

2
sau 3�

2
dependent�a energetic�a se face �̂n special

de termenul m2:

E�
2
;
3�
2

(j;m) = �h2

2I
m

2
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Concluzii

În lucrarea de fat��a am �̂ncercat s�a prezent�am construct�ia grupurilor cuantice ca obiecte

deformate �e ale inelului de coordonate, �e ale algebrei �̂nf�a�sur�atoare universale a algebrei

Lie asociat�a. De asemeni am prezentat câteva posibile aplicat�ii ale acestei construct�ii �si

anume �̂n studiul spectrelor vibrat�ionale sau rotat�ionale ale moleculelor. Desigur lucrarea

nu cuprinde o descriere exhaustiv�a a domeniului, acesta �ind �̂n plin�a evolut�ie.

Este posibil ca dup�a parcurgerea ei, mai multe �̂ntreb�ari s�a se nasc�a decât r�aspunsuri.

S�a �̂ncerc�am s�a rememor�am mai �̂ntâi faptele:

Construct�ia matematic�a a �̂nceput odat�a cu observat�ia c�a �̂n spatele unui grup Lie

(algebric sau analitic) se a
�a o construct�ie mult mai subtil�a �si anume inelul de coordonate.

Extragerea grupului din aceast�a structura algebric�a se face determinând spectrul inelului

(adic�a mult�imea idealelor prime). Mai mult, structura de grup induce �̂n acest inel de

coordonate o structur�a de algebr�a Hopf. Aceast�a observat�ie este fundamental�a �̂n evolut�ia

lucrurilor. (Trebuie spus, �̂n context, c�a leg�atura �̂ntre inelul de coordonate al unei mult�imi

cu acea mult�ime nu este un lucru banal; faptul apare mai pregnant dac�a ne gândim c�a �̂n

geometria algebric�a variet�at�ile algebrice pot cont�ine singularit�at�i d.p.d.v. al geometriei

diferent�iale, singularit�at�i care pot � tratate prin metode pur algebrice!).

Un alt fapt important vine din constatarea c�a toate aplicat�iile grupului (act�iuni sau

reprezent�ari) pot � ridicate pân�a la nivelul algebrei Hopf, problema reprezent�arii reducându-

se la g�asirea tuturor comodulelor peste algebra Hopf respectiv�a.

O alt�a algebr�a Hopf mai u�sor de mânuit este algebra �̂nf�a�sur�atoare universal�a. Aceasta

se construie�ste pentru orice algebr�a Lie �si reprezint�a (via teorema PBW) algebra opera-
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torilor diferent�iali stâng invariant�i. Tot un fapt algebric �̂l constituie �si leg�atura �̂ntre cele

dou�a algebre Hopf construite deja, �si anume dualitatea ce exist�a �̂ntre ele (sub condit�ia

de conexitate �si simplu conexitate a grupului �si semisimplicitate a algebrei Lie).

Având aceste "scule" gata preg�atite (pornind de la un grup Lie), este natural�a con-

siderarea unor structuri modi�cate ("deformate") care s�a p�astreze totu�si anumite carac-

teristici esent�iale. Aceast�a esent�ialitate este dat�a de structura de algebr�a Hopf. Astfel,

atunci când se face deformarea structurii se caut�a acele deform�ari care p�astreaz�a struc-

tura de algebr�a Hopf. În matematic�a, construct�ia unor algebre Hopf ne-comutative �si

ne-cocomutative s-a numit "cuanti�care" (quantization). Astfel au ap�arut aceste obiecte

noi, �si anume grupurile cuantice.

Primele aplicat�ii au fost atât de natur�a �zic�a cât �si matematic�a: pe de o parte a

fost metoda �̂mpr�a�stierii inverse cât �si construct�ia de exemple generice de algebre Hopf

necomutative sau necocomutative. Între timp acestea au c�ap�atat o arie mult mai larg�a

de r�asp̂�ndire �̂ncât se poate pune problema dac�a chiar exist�a ceva �̂n spatele lor mult mai

ascuns �zic sau este doar o mod�a, o modalitate mai simpl�a de a explica diferent�e uneori

calitative prin introducerea unor parametri liberi din care s�a se poate regla modelul ?

Prima �̂nterbare care poate cineva s�a �si-o pun�a ar � ce semni�cat�ie are parametrul de

deformare (notat q) ? Întrebarea aceasta este probabil cea mai important�a �si totodat�a

cea mai di�cil�a. Discut�ia acestei probleme ne propunem s-o amân�am la sfâr�situl acestei

sect�iuni de concluzii.

În partea de aplicat�ii ne-am ocupat exclusiv de aplicat�iile reprezent�arilor bosonice �nit

dimensionale ale lui SUq(2) �̂n studiul spectrelor vibrat�ionale �si rotat�ionale.

În fapt, �̂n studiul spectrului vibrat�ional am pornit cu q-oscilatorul armonic cuantic

deformat �si am studiat spectrul acestuia, depinzând de valorile parametrului de defor-

mare. Trebuie s�a subliniem c�a valori reale pentru energia total�a se pot obt�ine doar dac�a

parametrul de deformare este real sau de modul unitate. Aceste dou�a cazuri par a �

singurele de important��a �̂n literatur�a. În cazul �̂n care parametrul de deformare este com-

plex, dar nu unitar, am g�asit o formul�a aproximativ�a �̂n calculul valorilor proprii. Merit�a

amintit rezultatul obt�inut relativ la spectrul oscilatorului deformat cu un parametru uni-

tar: dac�a parametrul este o r�ad�acin�a a unit�at�ii atunci se obt�ine un spectru discret, �nit

�si cu un num�a par de linii; �̂n caz contrar spectrul este o band�a m�arginit�a �si simetric�a.
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Mai mult, �̂n primul caz multiplicitatea este in�nit�a pe când �̂n al doilea caz aceasta este

simpl�a.

În studiul spectrului de rotat�ie avem o alegere de f�acut �̂nc�a de la �̂nceput asupra

hamiltonianului: s�a deform�am �si operatorul astfel �̂ncât s�a r�amân�a element Cazimir sau

s�a deform�am act�iunea sa, p�astrându-i forma ? În primul caz se obt�ine o formul�a pen-

tru nivelele energetice care aproximeaz�a bine spectrul rotat�ional Morse pentru molecule

biatomice sau spectrul rotat�ional al unor nuclee deformate. Degenerarea nivelelor se

p�astreaz�a ca �̂n cazul nedeformat. În al doilea caz se obt�ine o structur�a complet nou�a de

nivele energetice, degenerarea nivelelor �ind 2 sau 1, depinzând de m.

Aceste dou�a cazuri pot � generalizate �si la nivelul ecuat�iei Schr�odinger radiale, obt�inân-

duse �̂n �nal dou�a structuri de linii spectrale complet diferite �si având de asemeni degener�ari

distincte. Multe motive ne-ar sugera c�a prima cale ar � mai corect�a. Oricum ar r�amâne

�̂ntrebarea ce semni�cat�ie o are al doilea tip de deformare ?

Revenim �̂n �̂ncheiere la problema semni�cat�iei �zice a parametrului de deformare.

Prezent�am diversele posibilit�at�i sugerate �̂n literatur�a, dar mai ales �̂n articolul lui Ng

([YGNg90]). Vom nota cu 
 = ln q:

1) O posibilitate ar � ca parametrul 
 s�a reprezinte curbura spat�iului Hilbert al st�arilor

din mecanica cuantic�a. Astfel operatorii asociat�i observabilelor nu ar mai act�iona �̂ntr-un

spat�iu plat, ci �̂ntr-unul curb.

2) O alt�a interpretare vine din urm�atoarea observat�ie: �̂n deformarea lui SU(2) (dar

�si a lui SL(2)) remarc�am existent�a sinusului hiperbolic �̂n de�nirea deform�arii. Acest

sinus hiperbolic are seria Taylor format�a din puteri impare cu exponent�ii din 2 �̂n 2. În

mecanica cuantic�a se neglijeaz�a efectul m�asur�arii asupra observatorului, ci se t�ine cont

doar de efectul acestuia asupra st�arii. Astfel se poate presupune c�a parametrul 
 ar

m�asura efectul react�iei inverse a sistemului de studiu asupra observatorului. Acest efect

adit�ional s-ar �̂ntoarce asupra sistemului �̂n ordinul doi, dup�a care se propag�a �̂napoi prin

lant�.

3) Cea de a treia interpretare se bazeaz�a pe faptul c�a axele de coordonate sunt tratate

diferit �̂n urma deform�arii algebrei su(2). Astfel parametrul 
 ar m�asura ruperea de

simetrie rotat�ional�a.
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