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Partea 1

Fundamentele Matematice



Capitolul 1

Algebre Hopf. Spectre de Inele

1.1 Algebre, Coalgebre, Bialgebre, Algebre Hopf

Fie A un inel comutativ. Dandu-se un inel B gi un morfism de inele np : k — B, inelul
B poate fi vazut ca un B-modul la stanga via multiplicarea din inel, de la care construim
A-modulul la stanga notat (ng)B. Actiunea sa va fi notatd az pentrua € A 5i z € B,
cu: az = np(a)z. Daca avem (az)y = z(ay) = a(zy), pentru a € A §i z,y € B, atunci
B se zice ca este o A-algebra. Atunci putem construi functia biliniara f : B x B — B,
f(z,y) = zy i morfismul de A-module ug : B® B — B si ng : k — B morfisme de
A-module. Daca urmatoarele diagrame comuta, atunci B este o A-algebra cu pp functia
de multiplicare, np functia unitate si perechea (up,np) functit de structurd ale A-algebrei
B:

(1) legea de asociativitate:

BoBoB ¥ BB
”B®1l lﬂB
B® B B, B

care corespunde relatiei:

pB(l® pp) = pe(ps ® 1)

(2) proprietatea de unitaritate:

AB ™% BB &% BgA
l L #B l
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unde am identificat A ® B si B® A cu B, si care corespunde relatiei:

pe(l ®np) = pe(ne ®1)

Fie B,C doua A-algebre. Daca o functie u : B — C este un morfism de inele cat gi un
morfism de A-module, atunci numim u un morfism de A-algebre. Echivalent, u este un

morfism de A-algebre daca gi numai daca urmatoarele diagrame comuta:

BB *, B
udu | L uoug = pc o (u® u)
ceC £ ¢

A ™ B

|| lu uonp ="nc

A 2% C

A-modulul BQC devine o A-algebra (numita produsul tensorial al lui B cu C) cu functiile

de structura date de:

pBgc = uB @ pe(l®17® 1)
NBeC = 1B K 1c

unde7:C® B —->BRC,7(zQy) =yQ . In fapt, relatiile de mai sus conduc la:

peec((z @ y)(z' ®y")) = za’' ® yy’

773@0(1@1):1@151

Daca B g1 C sunt A-algebre comutative, atunci B ® C este suma directa a lui B cu C in

categoria M, a A-algebrelor comutative.

Consideram de acum inainte k un corp comutativ, daca altfel nu este specificat. De fapt
In aplicatii vom considera k = C, corpul numerelor complexe. Notam prin Modg(B,C)
multimea k-morfismelor de la modulul B la C. Definim o k-coalgebra ca fiind duala une:
k-algebre:

Dandu-se un k-spatiu vectorial C i functii k-liniare A, € Mod(C,C @ C) si e¢ €
Mod(C, k), numim sistemul (C, A¢,e¢) sau simplu C o k-coalgebrd daca urmatoarele

diagrame comuta:
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(1) legea de coasociativitate:

CocolC ¥ cwcC
1®AOT TAC

Ac

C®C — C

(2) proprietatea de counitaritate:

keC € 000 % Cok
z T4 z
Functia A¢ se numeste functia de comultiplicare, iar ¢ functia de counitate; impreuna
formeaza functile de structurd ale k-coalgebrei C.

Pentru un z € C notam formal (conventiile lui Sweedler):
Ag(z) = Z T1; & Tay = Z T(1) @ Z(2)
=1 ()
Atunci cele doua diagrame se transpun in relatiile:

Y Ac(za)) @z = D 2a) @ Ac(z(z))
@ @

>_eo(eq) @ 2(2) > ) 2(1) ® ec(2(2))
(=) (=)
si abunci vom scrie pentru prima egalitate de mai sus: > ,) z(1) ® Z(2) ® z(3).

Presupunem date cele doud k-coalgebre (C, A¢,ec) si (D, Ap,ep). O functie k-liniara

o : C — D facand urmatoarele diagrame comutative:

coC 2% D®D

Ac 1 1 8p Apoo=(c®0c)oA¢
C -, D
E & ¢
|| lg Ep OO0 = €E¢
E & D

este numita morfism de k-coalgebre.
Notam categoria k-coalgebrelor prin Cogy si multimea tuturor morfismelor de k-

coalgebre de la C la D prin Cogr(C, D). Pentru M, N k-spatii vectoriale notam cu
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T: NQM - M ® N morfismul 7(z ® y) = y ® z. Atunci o k-coalgebra C se zice

cocomutativd daca diagrama urmatoare este comutativa:

c Z¢ owcC
|| l’T TOACZAC
c Z¢ owcC

Pentru C, D € Cogy produsul tensorial de k-spatii vectoriale C ® D devine o k-

coalgebra cu functiile de structura:
AC@D = (1 ®T®1)O(A0®AD)

€coD = €c Y ED

pe care 1l numim produsul tensorial al lui C cu D.

Fie D C C un k-spatiu vectorial. Daca A¢ C D ® D atunci D devine o k-coalgebra
cu restrictiile lui Ag,e¢ la D ca functii structurale. Un astfel de D se numeste o k-
subcoalgebrd. Scufundarea canonica D — C este un morfism de k-coalgebre.

Fie M, N doud k-spatii vectoriale. Notam cu M*, N* dualele lor (algebrice). Definim
p: M*® N* - (M ® N)* un morfism injectiv prin:

p(fRg)z®y) = f(z)9(y)

Pentru o k-coalgebra (C, A, ¢) fie C* = Mody(C, k). Atunci definind:
pC*eC* -5 (Cwo) LS et
n:k~k* < cr

obtinem ca (C*, u,n) devine o k-algebra pe care o numim k-algebra duald lui C. In general
p nu este un izomorfism si nu putem defini in mod similar o structura de k-coalgebra pe
k-spatiul vectorial dual A* al unei k-algebre A. Totusi, daca A este un k-spatiu vectorial
de dimensiune finitd, atunci p : A* ® A* — (A ® A)" devine un izomorfism de k-spatii
vectoriale gi punand A = p~! o u* si ¢ = #* (unde indentificim pe k cu k*), vedem ca

(A*, A, €) devine o k-coalgebra numita k-coalgebra duald lui A.
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TEOREMA 1.1 Dandu-se un k spaliu vectorial H, presupunem ca exista functitle k-
linvare:

p:HH—>H n:k—>H,A:H->HQH,e:H—ok

astfel incat (H, pu,m) este o k-algebrd gi (H, A, €) este o k-coalgebrd. Atunci urmdtoarele
conditit sunt echivalente:
(1) p,m sunt morfisme de k-coalgebre
(11) A, e sunt morfisme de k-algebre
(i) A(gh) = X gayh) ® g2yhzy » A1) =1
e(gh) = e(g)e(h) , e(1) =10

(pentru demonstratie vezi [Abe80]).

Un k-spatiu liniar H impreuna cu functiile k-liniare p,7n, A, ¢ ca in teorema de mai
sus se numeste o k-bialgebra.

Fie H, K doua k-bialgebre si 0 : H — K simultan un morfism de k-algebre si comor-
fism de k-coalgebre. Atunci o se numeste morfism de k-bialgebre. Categoria k-bialgebrelor
este notata prin Bigy iar mulfimea tuturor k-bialgebrelor de la H la K este notata prin
Bugi(H, K)

Un spatiu vectorial care este atat k-subalgebra cat si k-subcoalgebra a lui H este numit
k-subbialgebrd o lur H Mai mult, dacda H este finit dimensionala si este o k-bialgebra,
putem construi H* k-bialgebra duala lui H.

Un element ¢ al unei k-coalgebre C (respectiv k-bialgebre C) astfel incat e(c) = 1 i
A(c) = ¢ ® c se numeste element de tip grup. Notam multimea tuturor elementelor de
tip grup ale lui C prin G(C'). Urmatorul rezultat caracterizeaza multimea G(C) (pentru

demonstratie recomandam [Abe80]):

TEOREMA 1.2 (i) Fie C o k-algebrd. Elementele lui G(C) sunt liniar independente
peste k.

(11) Cind H este o k-bialgebrd, G(H) este semigrup fatd de multiplicare g1 k-subspatiul
vectorial al lui H generat de G(H) este o k-subbialgebrd a lut H. O

Un element ¢ al unei k-bialgebre C (respectiv k-coalgebre C care are doar un element de
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tip grup i.e. G(C) = {g}) care satisface relatia:
Ac=c®1+1®c (respectiv Ac=c®g+g®c)

este numit element primativ sau element de tip Lie. Mul{imea tuturor elementelor prim-
itive o vom nota-o cu P(C). Urmatorul rezultat (a carui demonstratie se gasegte tot in
[Abe80]) furnizeaza o caracterizare a lui P(C):

TEOREMA 1.3 Dacd H este o k-bialgebrd atunci P(H) este un k-spatiu vectorial a
lui H gi pentru orice z,y € P(H) avem [z,y] def zy —yz € P(H). Astfel P(H) are o
structurd de k-algebrd Lie. Mai mult, dacd z € P(H), e(z) =0. O

Observatie k-subalgebra generatd de P(H ) este o k-subbialgebra a lui H si, cand caracteristica

lui k este 0, H; este izomorfd cu k-bialgebra infasuratoare universald U(P(H)) a lui P(H).

Pentru o k-coalgebra C si o k-algebra A punem R = Modi(C,A). Daca f,g € R

atunci:
frg=pao(f®g)oA

se numeste convolutia lui f cu g. Daca z € G(C) atunci (f x g)(z) = f(z)g(z). De fapt
R devine o k-algebra cu ur(f ® g) = fxg si nr(a) = ana oec. Fie H o k-bialgebra. Fie
H4 si HC notatii pentru, respectiv, H privit fie ca o k-algebra fie ca o k-coalgebri i fie
R = Modi,(H®, H#) cu structura de k-algebra definitd mai sus. Cand functia identitate
lalui H (1 € R) admite un element invers S (S € R), numim S antipodul lui H. Atunci

S este antipod daca satisface una din urmatoarele conditii echivalente:
Sx1=1xS=noe=1pg

po(S®1)oA=po(l®S)oA=noe

O k-bialgebra cu antipod se numeste k-algebrd Hopf.
Fie H, K k-algebre Hopf si fie Sg, Sk ,respectiv, antipozii lor. Daca un morfism de

k-bialgebre o : H — K face diagrama urmatoare comutativa:

K 25 K
a7 Te Skoog=o00S5y
SH
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atunci o se numeste morfism de k-algebre Hopf. Categoria k-algebrelor Hopf este notata
prin Hopf; iar multimea tuturor morfismelor de k-algebre Hopf de la H la K prin
Hopfi(H, K).

Urmatorul rezultat precizeaza proprietatile antipozilor:

TEOREMA 1.4 Urmatoarele proprietati au loc pentru antipodul S al unei k-algebre
Hopf H:

i) S(gh) = S(h)S(g) pentru orice g,h € H

it) S(1) = 1 respectiv Son =7

i)eoS =¢

w)To(S®S)oA=AoS sau, cu alte cuvinte:

AS(h) = (X; S(hey) ® S(hq)y)

v) Urmatoarele conditii sunt echivalente:

1) h € H implica ZS(h(z))h(l) =noe(h)
(h)

2) h € H implica Zh(g)S(h(l)) =noe(h)
(h)

3) SoS5=1

vi} Dacd H este comutativ sau cocomutativ atunci S? = 1. O

(pentru demonstratie trimitem tot la [Abe80]).

Remarca (i) si (ii) implica S este un anti-morfism de k-algebre; (iii) si (iv) implica S
este un anti-morfism de k-coalgebre.

In paragraful urmator vom discuta despre algebra infaguratoare universala a unei
algebre Lie, dupa care, in paragraful 1.3, vom prezenta exemple de bialgebre gi algebre

Hopf.
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1.2 Algebra Infisiritoare Universali a unei Alge-
bre Lie

Fie A un inel comutativ. Numim o A-algebra Lie un A-modul L pentru care exista o
functie ¢ : L x L — L satisfacand conditiile urmatoare (notam cu [z,y] = p(z,y)):

1) (biliniaritate) [z +vy, 2] = [z, 2] + [y, 2] ; [z,y+ 2] = [z, y] + [z, 2] ; [az,y] = alz,y] =
[z, ay] pentru orice z,y,z € Lsia€ A

2) (antisimetrie) [z,z] =0

3) (identitate Jacobi) [[z,y], 2] + [[y, 2], z] + [[2,z],y] = 0

De la ¢ obtinem o functie ¢y, : L ® L — L care este un morfism de A-module. El este
numit functia de structurd a A-algebrei Lie L. Pentru o A-algebra B notam By, A-algebra
Lie obtinuta cu produsul (crogetul): [z,y] = zy — yz.

Sa notam cu T'(L) A-algebra tensoriala peste A-modulul L. Avem deci:

T(1) = | NTw(L) = B Tu(L)
n>0 n>0

unde {NT,} ., formeaza o filtrare a lui T(L), fiecare NT,,(L) fiind A-modulul tensorilor
de rang cel mult n, iar {T,} ., formeaza o graduare a lui T'(L), fiecare T,,(L) fiind A-

n>0

modulul tensorilor de rang exact n. Fie J idealul lui T'(L) generat de elemente de forma
t®y—y®az— [z,y] pentru orice z,y € L. Algebra U(L) = T(L)/J se numeste A-
algebra infasurdtoare universald a lui L. Restrictia proiectiei canonice T(L) — U(L) la

L,4i: L — U(L) se numeste scufundare canonicd. Prin definitie avem

i([z,y]) = w(z)ely) — o(y)i=)

Atunci ¢ este un morfism de A-algebre Lie §i anume de la L la (U(L)),. Intersectia
Jo = JN NT,(L), n € N este un A-submodul al lui NT,(L) si avem J = Up>o Jn-
Punem U, = NT,(L)/J,. Putem identifica U,(L) cu un A-submodul al lui U(L) si
atunci U(L) = U,>o Un(L) reprezinta o filtrare a algebrei infaguratoare universale. Pentru
Intelegerea mai bund a acestei structuri sa consideram cazul A = C (corpul numerelor
complexe) gi sa ne limitam la algebre Lie L care sunt C-spatii vectoriale finit dimensionale.

b
Daca {e1,...,en} C L este o baza in L atunci algebra infaguratoare U(L) este izomorfa cu
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C-algebra polinoamelor (sau seriilor formale) necomutative in variabilele z1, ..., z, Intre

care exista relatiile de comutare:

n
k
T, T; = T2, + Z ;i Tk
k=1

unde (cfj) reprezinta constantele de structurd ale algebrei Lie L (i.e. [e;, e;] = Y7, cfjek).
Aceasta semnificatie a C-algebrei infasuratoare universale a unei C-algebre Lie va fi
utilizata in mod consecvent in teoria grupurilor cuantice. In paragraful urmator vom
vedea cum algebra infaguratoare se structureaza in mod natural ca o algebra Hopf. Acum
am dori sd discutam atat semnificatia algebrica cat si cea geometrica a lui U(L) si totodata
conexiunea cu grupul Lie care se ascunde in spatele respectivei algebre Lie. Principalul
rezultat in acest sens este teorema Poincaré-Birkhoff-Witt care necesita unele pregatiri.
Pentru demonstratie si alte comentarii trimitem cititorul la [Abe80] pentru versiunea
algebrica si [Vara74] sau [Nico88| pentru versiunea geometrica.

Veriunea algebrica

Sa reamintim mai intai constructia algebrei simetrice. Fie S,, grupul permutarilor de

n elemente §i a, A-submodulul lui T5,(L) generat de elemente de forma:
1111®$2®"'®111n—1110-(1)®1110-(2)®“‘®$a-(n)

cuz; € Lsgioe S, Observam ca a def ®n>o0a, este un ideal in T'(L). Prin definitie
S(L) = T(L)/a se numeste A-algebra simetricd peste L. Punem S, = T,(L)/an, n > 1
si So(L) = A. Atunci S(L) = ®n>05.(L) devine o A-algebra graduata iar {S.(L)}, 5,
definesgte o graduare peste S(L). )

Cu aceste pregatiri putem enunta teorema PBW:

TEOREMA 1.5 (Poincaré-Birkhoff-Witt : versiunea algebrica) Fie L o A-algebra
Lie liberd ca A-modul (adicd admite bazd) g1 U(L) algebra sa infisurdtoare privitd ca o
A-algebrd filtratd. Fie gr U(L) A-algebra graduatd asociatd lui U(L). Atunci ea este

izomorfd (ca graduare) cu algebra simetricd a lui L:
grU(L) ~ S(L)

1, mai mult, scufundarea canonicd 1 : U — U(L) este injectiva. O
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Versiunea geometrica

Pentru usurinta intelegerii vom considera A = R adica algebra noastra Lie este reala.
In plus vom presupune ca este de dimensiune finita ca spatiu vectorial. Fie G un grup
Lie a carui algebra Lie sa fie izomorfa cu L (algebra Lie reald data). Algebra Lie asociata
unui grup Lie este formata din campurile vectoriale pe G stang invariante la actiunea
multiplicativa a grupului. Fie D un operator diferential pe G i T, : G — G, T,(z) = az,
a € @ translatia la stanga. Atunci D se zice ca este stdng invariant dacd D(f o T,) =
Df oT, , pentru orice f : G — R functie analitica si a € G. Notam cu OD(G) algebra
reald a operatorilor diferentiali pe G si cu SD(G) multimea operatorilor diferentiali stang
invarianti. Atunci SD(G) are o structurd de R-subalgebra in OD(G). Cu aceste pregatiri

putem enunta teorema PBW in veriune geometrica:

TEOREMA 1.6 (Poincaré-Birkhoff-Witt : versiunea geometrica) Fie L o algebra
Lie reald finit dimenstonald. Atunci algebra infasurdtoare universala o lui L este 1zomorfd

cu algebra operatorilor diferentiali stang invarianti av grupulur Lie G asociat lui L:

U(L) ~ SD(G) unde g~ L

1.3 Exemple de Algebre Hopf

Vom analiza doua tipuri de exemple de algebre Hopf: algebra infaguratoare universala a
unei algebre Lie si inelul de coordonate ca algebra grupala a unor grupuri Lie algebrice.

Sa incepem cu algebra infaguratoare universala a unei algebre Lie. Fie L o k-algebra
Lie (k = R sau C) gi fie U(L) k-algebra infaguratoare universala a sa. Consideram functia
diagonala:

Lo>L®L ,z—zPx

Deoarece U(L @ L) = U(L) ® U(L) atunci putem prelungi functia diagonald pana la un
morfism de k-algebre intre algebrele infaguratoare U(L) si U(L & L) = U(L) ® U(L).

Obtinem astfel un morfism de k-algebre:

A:UL)-UL)QU(L) , A(z)=2z®1+1®z ,pentruz € L
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Consideram acum morfismul trivial de k& algebre Lie:
L—- {0}, z—0
Acesta induce un morfism de k-algebre:
e:U(L)—>k , e(z)=0 pentruze L

In situatia aceasta (U(L), A, ¢) este o k-coalgebra si U(L) are o structura de k-bialgebra.
O vom numi k-bialgebra infasuratoare universala a k-algebrei Lie L. Se poate vedea ca
singurele elemente de tip Lie ale lui U(L) sunt cele din L (sau mai riguros 7(L)). Astfel
P(L) = L si formeaza evident o k-algebra Lie.

Vom introduce acum structura de algebra Hopf. Aceasta se face prin definirea antipo-

dului. Consideram automorfismul de algebre Lie:

L—->L , z+— —2z

Acesta induce un anti-automorfism de k-algebre:
S:UL)—>UL) , S&)=(-1)"z1z2...2,

undez =z1...2, € U(L) cuzy,...,z, € L. Astfel U(L) devine o k-algebra Hopf numita
k-algebra Hopf infasuratoare universald a k-algebrei Lie L.

Vom exemplifica constructia generald pe cazurile L = s{(2,C) si L = su(2).
EXEMPLUL 1.7 Consideram urmdtorii generatorsi ai algebrei Lie sl(2,C):
1 0 01 00
m-lo 4] =m-l0s] A-[i 0]
intre care ezista urmdtoarele relaii de comutare:
[El, Eg] - 2E2 [El, Eg] - —2E3 [Eg, Eg] - El

Atunci algebra infasurdtoare U(sl(2,C)) poate fi identificatd cu C-algebra polinoamelor
in variabilele X1, X3, X3, notatd Cyo,c) < X1, X2, X3 >, intre care exista relatuile de co-

mutare:

X1X2 - X2X1 — 2X2 X1X3 - X3X1 — —2X3 X2X3 - X3X2 — X1
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Astfel, elemente in Cyy,0) < X1, X2, X3 > ~ U(sl(2,C)) sunt de forma:
1, Xi, XiXe, X?XoXs— X5 +2

Structura de C-algebrd este evidentd (este structura polinoamelor). Structura de coalgebrd

este introdusd prin morfismul de C — algebre
A Cyp0) < X1, X, X3 > — Cyo,0) < X1, Xz, X3 > @ Cya,0) < X1, Xp, X3 >
definit ca: A(X;) =1® X; + X, ® 1 gi prelungit prin lintaritate. Astfel:
AXIX,-1)=(10X1+X1+0)(1Xi+Xi91) (1@ X+ X, ®01) -1 1 =
=10 XX +2Xi 0 XX+ X1 X + X0 X7 +2X1 X, 0 X + X7 X ®1— 1
Counitatea se introduce prin e(X;) =0 cu e(1) = 1. Astfel:
e(2X2X, +3X3 —2) = -2

Verificarea legilor de coasociativitate si counitaritate este un exzercitiu simplu. Structura de
algebrd Hopf se face prin antipodul S : Cyz,0) < X1, X2, X3 > — Cyo,0) < X1, X2, X3 >
definit ca S(X;) = —X, si extins apoi ca antimorfism de algebre. Astfel:

Se observd cd S este un anti-izomorfism al C-algebrei Cyp,c) < X1, X2, X3 >(se mai

numegte §i antiautomorfismul principal al algebrei respective).

EXEMPLUL 1.8 Sd analizam acum algebra infasurdtoare a lui L = su(2). Consideram

mai intdi generatorii algebrei Lie reale su(2):

0 0 1 i 0
R R R  FY

cu relatiile de comutare:

[El,Eg] - —2E3 [Eg,Eg] - —2E1 [Eg,El] - —2E2
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Atunci algebra infisurdtoare U(sl(2)) este identificabild cu C-algebra liber generatd de

variabilele Ty, T>, T5 intre care existd relatiile de comutare: [T;,Tj] = —2¢€;4Tk. Atunci:

U(S’U,(Z)) ~ C < T17T27T3 > / < T1T2—T2T1—|—2T3,T2T3—T3T2—|—2T1,T3T1 —T1T3—|—2T2 >
(1.1)

Din motive fizice vom prefera sd utilizam, insd, alti generatori ai algebrei g1 anume:

1 . 1 . :
Jy =SBy —iBy) J_ = (Batily) Jo= %Eg

w-[33] [28] |

cu relatiile de comutare:

adicd:

[Jp, 0] =205 [Js,Ju] = £J4

(adicd relatiile de comutare ale momentului cinetic). Cu acesti generatori, algebra infasurdtoare
este izomorfa cu C-algebra:

U(S’U,(Z)) ~C < X_|_,X_,X3 > / < X_|_X_ — X_X_|_ — 2X3,X3X_|_ — X_|_X3 — X_|_,
X3 X —X Xz3+4+X_ >
(1.2)

In general vom identifica, pentru o algebra Lie de dimensiune n cu baza {E, ..., E,},
algebra Infasurdtoare universala U(L) cu algebra libera (a polinoamelor necomutative)
in variabilele Xy,..., X, kr < Xi,...,X, > intre care exista relatiile de comutare:
X X; =X;X,+3 0, ci-“ij. Observam ca aceasta identificare este dependenta de alegerea

bazei; astfel izomorfismul nu este canonic.

Prezentam acum, ca al doilea exemplu, inelul de coordonate al C-algebrei M, (C)
(algebra matricilor patrate de dimensiune n) ca o C-bialgebra. Inelul de coordonate
(sau algebra grupald) a unei multimi M reprezintd multimea functiilor regulate definite
pe M cu valori intr-un inel sau algebra (in cazul nostru va fi C). Aceasta multime este
dotata in mod natural cu o structura de inel sau algebra datorita structurii algebrice
respective a codomeniului functiilor. Abordarea lui Drinfel’d asupra grupurilor cuantice

(vezi [Drin83],[Drin85],[Drin88] sau [Drin86]) porneste cu studiul inelului de coordonate
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al unui grup Lie analitic, construit cu functii analitice. Noi vom adopta punctul de vedere
din [Smit92] si vom studia exclusiv grupurile algebrice. Asupra importantei inelului de
coordonate vom reveni in curand cand vom studia spectrele inelelor.

Sa revenim acum la M, (C). Pentru varietati algebrice, inelul de coordonate este dat de
inelul rationalelor in variabilele functii de coordonate comutative pe suprafata respectiva.
In cazul lui M, (C) functiile de coordonate sunt {X,;|1 <1,7 < n}. Deoarece C este un
corp, inelul de coordonate admite o structura naturala de algebra, numita algebra grupald.

Astfel, algebra grupala a lui M, (C) este:
O(Mﬂ(c)) = C[X117 X127 s 7Xnn]

adica algebra de polinoame in variabilele (X;;).

Structura de coalgebra (si deci si de algebra) complexa este data prin considerarea
aplicatiei duale inmultirii matriciale gi respectiv din evaluarea in matricea identitate.
Avem multiplicarea in inelul M,(C): p: M,(C)x M,(C) — M,(C), atunci prin dualizare

obtinem morfismul de C-algebre:
A pt:O(M,) — O(M, x M,)~ O(M,)® O(M,)

Din cauza asociativitatii lui g4 urmeaza cad (A®1)oA = (18 A)oA, adica coasociativitate.
Explicit: A(X;;) = Xk Xir ® Xi; dupa care se prelungeste prin liniaritate.

Counitatea se definegte prin € : O(M,) — C, e(X,;) = 6;; dupa care se prelungeste
prin liniaritate. Deoarece functiile M,, — M, x M,, —» M, date prin A — (A,I) — AI
si A (I,A) — IA sunt identitati, urmeazd cad (1 ® €)o A = (e ® 1) o A = 1 adica
counitatea.

Astfel O(M,,(C)) are o structura de C-bialgebra. Aceasta bialgebra nu are o structura
de algebra Hopf. Pentru a avea un antipod va trebui sa consideram inelul de coordonate

al lui GL(n,C): O(GL(n,C)). Mai intai sa-l definim. Deoarece GL(n,C) = {M €
def

M,(C)|det(M) # 0} rezulta ca O(GL(n,C)) este o localizare a lui O(M,(C)) = C[X,,].

Un pic de observatie arata ca deschisul GL(n, C) are inelul de coordonate:
O(GL(n,C)) = C[X;][D™'] unde D = det(X;;)

adica inelul de rationale de un tip special in variabilele (X;;) (vom explica aceastd constructie

in paragraful dedicat spectrelor de inele si punctelor in geometria algebrica).
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Atunci A si e sunt exact aceleasi ca pentru M,(C) , adica A(X,;) = >op Xir ® Xi;j
e(X;;) = 8. Acum putem defini antipodul prin S(X;;) = D7Y(—1)""7 4;; unde Aj; este
al i7-lea (n — 1) X (n — 1) minor din matricea generica (X;;), dupa care se prelungeste
ca antimorfism la O(GL(n,C)). Pe scurt S(X)X = XS(X) =1, unde X = (X,;). Este
usor de verificat acum c& O(GL(n,C)) este o algebra Hopf.

Pentru a face mai clare lucrurile vom considera cazul n = 2, deci GL(2, C).
EXEMPLUL 1.9 Vom scrie:
O(GL(’)’L, C)) = C[a’7 b7 ¢, d][(a’d - bc)_l]

Astfel, elemente din O(GL(n,C)) sunt fractii de forma:

C

ad —bc ' (ad — bc)’

1,a, a’b+c,

dar nu sunt elementele:

1 2 1—4d
a’ b+17 ad—05b

Atunci comultiplicarea duce la:

Ala) = a®a+b®c
A(b) = a®bdb+bd®d (1.3)
Alc) = cQa+d®c
Ald) = c®b+d®d
gi:
1 1 1

A =
(ad—bc) ad—bc®ad—bc

Counitatea se defineste prin:

dupd care se prelungegte prin liniaritate la O(GL(n,C)). Astfel:

a a a b c

A =
(ad—bc) ad—bc®ad—bc+ad—bc®ad—bc
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su:
a
8(ad — bc) =1
Antipodul se introduce prin:
S(a) = (ad—be)™
S(b) = —(ad—bc)™" (1.5)
S(c) = —(ad—bc)™"
S(d) = (ad—bc)™

51 apoi se prelungegte ca antimorfism. O simpld verificare algebricd probeazd cd O(GL(2,C))

devine o C-algebrd Hopf (vezi [Smit92]).

1.4 Spectrul unui Inel. Punctul in Geometria Algebrica

Sa consideram un inel comutativ (cu unitate) A. Amintim doud definitii relativ la un
ideal.

Un ideal P al lui A se numeste prim daca P # A si din faptul ca produsul a doua
elemente a,b € A este in P rezulta ca cel putin unul dintre aceste elemente este in P.

Un ideal P al lui A se numesgte ideal mazimal daca P # A si oricare ar fi idealul I al
luiAcu PCIC Arezultal =Asaul=P.

Multimea idealelor prime ale inelului A se numeste spectrul acestui inel si se noteaza cu
Spec A. Idealele prime se numesc punctele spectrulur. Multimea idealelor prime maximale
ale inelului A formeaza spectrul mazimal g1 se noteaza cu Spec A. Elementele spectrului
maximal sunt in coresponsentad directa cu punctele geometrice efective.

Sa consideram morfismul de inele ¢ : A — B. Atunci la nivel de spectre obtinem o
aplicatie inversata ¢ : Spec B — Spec A numita asociata lur . Subliniem ca aplicatia
nu are loc gi intre spectrele maximale (adica preimaginea unui spectru maximal nu este
totdeauna maximala).

Existenta lui %¢ se vede ugor astfel: Fie P C B un ideal prim. Notdm @ = ¢~}(P) C A. El
este ideal cici pentru orice z € @, a € A avem az € ¢~ (p(az)) = p(p(a)p(b)) C ¢~ (p(a)P) C
¢ }(P) = Q. Apoi @ este prim prin reducere la absurd: daci existd z,y € A cu z,y € @ si
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zy ¢ Q atunci p(z)p(y) ¢ P, dar o(z)p(y) = o(zy) € ©(Q) = P si rezultd cd P nu ar fi prim.
a

Invariantul fundamental al punctului z al varietatii X este inelul local O, al acestui
punct. Acest inel este format din toate functiile regulate intr-o vecinatate oarecare a
punctului z. Aceasta definitie trebuie data cu grija deoarece diferite functii sunt regulate
in vecinatati diferite.

Vom nota cu k[X] inelul de polinoame in variabilele varietatii afine si cu coeficienti
in corpul k. Acest inel se numeste inelul de coordonate al lui X. Notam cu k(X) corpul
de fractii al inelului de coordonate k[X]. Daca varietatea X este ireductibild atunci O,
este subinelul corpului k(X)) format din toate functiile f € k(X) regulate in punctul z.
Deoarece k(X) este corpul de fractii al inelului de coordonate k[X], deducem ca inelul O,
este format din fractiile f/g cu f,g € k[X] g(z) # 0.

Aplicatia pe care o avem in vedere a spectrelor de inele va fi in a considera inelul
de coordinate si de a extrage grupul prin intermediul spectrului maximal al inelului de
coordonate. Dupa ce vom deforma inelul de coordonate (algebra grupald), grupul s-ar
putea extrage acum tot din spectrul maximal, iar obiectul astfel obtinut va reprezenta
exact "grupul cuantic”.

Vom prezenta acum drept exemplu inelul de coordonate al lui M,(C), dupa care vom
prezenta modalitatea de construire a inelelor de coordonate pentru subvarietati deschise

si inchise ale unei varietati algebrice (afine).

EXEMPLUL 1.10 Fie O(M,(C)) = Cla, b, c,d] inelul de polinoame in patru variabile
a,b,c,d. Vom nota prin < X,Y > dealul generat de elementele X,Y in inelul respectiv.

Atunci spectrul lui O(M>(C)) este:
Spec O(M>(C)) ={<0>,<a—my >, <b—ms >, <c—mg >, < d—ma >,
<a—my,b—miy >, < a—my,c—mg >, < a—my,d—my >, < b—mys,c—mo >,
< b—myg, d—mgy >, < c—may, d—Mmay >, < a—my1, b—my, c—Mmoy >, < a—my1, b—1mys, d—mMay >,
< b—myy,c—ma1,d — Mgy >, < a—my1,b—mya, ¢ — Mo, d—may > | my; € C}
Dintre toate idealele prime doar ultimul este ideal mazimal. Deci:

Speecm O(M,(C)) = {< a — m11,b — mig, ¢ — mg1,d — myy > | my; € C}
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Observdm cd fiecare ideal prim mazimal corespunde unei matrici in M,(C):

mi1 M2
mMo1 Moo

<a—m11,b—m12,c—m21,d—m22><:)> M:< )EMg(C)

Trecem acum la cazul subvarietatilor algebrice inchise intr-un spatiu afin n-dimensional
(M>(C)) este un spatiu afin 4-dimensional). Consideram ca subvarietatea N este definita
de zerourile polinoamelor Fy = 0,...,F, = 0. Notam cu I idealul prim generat de
Fy, .o 0 By

I=<F,...,F,>CC[Xy,...,X,]

Atunci inelul de coordonate al subvarietatii NV este dat de inelul factor:
O(N)=C[Xy,...,Xu)/I (1.6)
ceea ce Inseamna, echivalent, cu a pune restrictii asupra variabilelor Xy, ..., X,,.

EXEMPLUL 1.11 Un ezemplu simplu: Considerdm A? un spatiu afin bidimensional
st N C A? datd de ecuatia: X1 X, = 1. Atunci O(N) = C[X1, X2]/ < X1 Xp — 1 >~

C[X1, X', adicd este format din toate functiile rationale de X; de forma Gl

X7 unde

n >0 st G(X;) este polinom.
Un alt exemplu il constituie SL(2, C) si inelul sa de coordonate:

EXEMPLUL 1.12 Avem cd SL(2,C) C M>(C) si este dat de ad —bc— 1 = 0. Atunci:
O(SL(2,C)) = Cla,b,c,d]/ < ad—bc—1 > (1.7)

Este interesant de vazut ca O(SL(2,C)) este o C-algebrd Hopf cu A, € gi S introduse
prin (1.3), (1.4) si (1.5). Esentiale, in verificarea structurii de algebra Hopf, sunt relatiile

urmatoare:

A(ad — be) = (ad — be) ® (ad — bc)
elad—bc—1)=0

a caror verificare este triviald.
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Sa analizam acum mulfimile deschise in spatii afine. Acestea sunt complementare de
multimi inchise. Am vazut ca o multime inchisa este caracterizata printr-un ideal prim
in C[X1,...,X,]. S& notdm cu A = C[X3,..., X,,] inelul de coordonate al spatiului afin.

Reamintim urmatoarea definitie: O multime S C A care nu contine pe 0 si este inchisa
in raport cu operatia de inmultire, se numeste sistem multiplicativ. Pentru orice sistem
multiplicativ se poate construi inelul de fractii Ags format din perechile (a,s), a € A,

s € S care se identifica dupa regula:
(a,8) =(d,s') & Js" € S ai. s"(as'—a's)=0
Operatiile de inel de definesc in mod natural:
(a,s)+ (a',s') = (as’' + a's, ss')
(a,s)-(a,s') = (ad', ss")

In cele ce urmeazs clasa perechii (a,s) va fl notatd cu a/s. Amintim urmatoarea pro-
prietate a idealelor prime: Daca I este un ideal prim in A atunci A — I este un sistem
multiplicativ.

Sa revenim la multimea daschisa U C C™. Fie Py, ..., P, polinoamele generatoare ale
multimii inchise C* —U. Fie § = {P;* - -- P~} sistemul multiplicativ ca mai sus. Atunci

inelul de coordonate al lui U este:

OU) = As

adica inelul de functii cu numaratorii in S. Coresponsenta a +— (a,1) determind un

morfism ¢ : A — Ag gi deci o aplicatie asociata:
v : Spec A, :— Spec A

care corespunde incluziunii multimii deschise U in C™. Se poate verifica, ca aplicatia *¢
este injectiva gi cd *p(Spec As) = Bg este multimea idealelor prime ale lui A care nu
contin nici un element din S. Aplicatia inversa ¥ : B, — Spec Ag este data de formula
U(J) = {z/s|lz € J,s € S} In particular daci f € A nu este un element nilpotent,

sistemul S = {f*,n = 1,2,...} nu-1 contine pe 0. In acest caz inelul Ag se noteaz4 cu Aj.
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EXEMPLUL 1.13 In cazul iU = GL(n,C) fie A = C[X11, ..., Xnn|. Atunci M,(C)—
U este multimea tnchisd determinatd de conditia D = det M = 0, pentru M = (X;;).

Atunci sistemul multiplicativ este S = {D™,n > 0} iar inelul de coordonate al lui U:

P

este inelul de fractii de forma P/D™. Acest inel se mai noteazd gi sub forma: O(U) =

A[D™']. Morfismul A — A[D™'] definit prin a — a/1 conduce la aplicatia:

O(GL(n,C)) = As ™ Ap = {

“p: SpecO(U) — Spec A

injectivd care reprezintd scufundarea deschisului GL(n,C) in M,(C).

1.5 Dualitatea Inel de Coordonate - Algebra inf5§ur5toare
Universala

Consideram un grup Lie complex G si C-algebra Lie asociatd g. Grupului Lie ii asociem
inelul de coordonate care se structureaza ca o C-algebra Hopf O(G). De la algebra Lie
obtinem algebra infaguratoare universald U(g) care de asemenea este o C-algebra Hopf.
Se naste firesc intrebarea ce legatura exista intre O(G) si U(g) 7 Raspunsul este dat
de analiza atentd a acestor structuri algebrice tinand cont de teorema PBW (varianta
geometrica) - teorema 1.6. Mai intai cateva notatii de dualitate. Consideram A o C-
algebra Hopf. Atunci:
A* = Homg(A4,C)
A° = {f € Homc(A,C) | Ker f contine un ideal de codimensiune finita}
A'={f € Homc(A,C) | Ker f contine m™ pentru un n, unde m = Kere}

Elementelor din algebra infasuratoare le asociem operatori diferentiali stang invarianti.
Acestia (operatorii diferentiali) se pot aplica exact pe functiile regulate din inelul de
coordonate al grupului. Astfel se poate banui ca ar trebui sa existe o relatie de dualitate
intre U(g) si O(G). Raspunsul este afirmativ in urmatoarele conditii: grupul G sa fie

conex si simplu conex, iar algebra Lie g sa fie semisimpla. Atunci se arata ca:

O(G) ~U(g) respectiv U(g)° ~ O(G)
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Grupuri Cuantice

Inainte de a porni la drum sa incercam un sumar al faptelor.

Spatiul afin in care construim totul este M,(C). Acesta este de dimensiune n? iar
inelul sau de coordonate este O(M,(C)) = C[X;;]. Consideram grupurile algebrice de
matrici G care sunt scufundate in M, (C). Acestea sunt deschisi sau inchisi in spatiul
afin ¢i admit un inel de coordonate O(G) care este dotat, totodatd , cu o structura de
C-algebra Hopf. Algebrei Lie g asociate grupului G putem sa-i determinam algebra sa
universald infasuratoare U(g). Aceasta este identificabild cu o C-algebra polinomiald
necomutativa intre variabilele careia exista anumite relatii de comutare. Aceasta este
de asemeni o C-algebra Hopf dar, spre deosebire de inelul de coordonate, o algebra de
polinoame necomutative. In plus, sub anumite conditii (G sa fie conex si simplu conex i
g sa fie semisimpla) intre cele doud structuri avem o relatie de dualitate fata de topologia
m-adica (vezi paragraful 1.5).

In utilizarea grupurilor, notiunea de actiune (sau reprezentare) are o importanta
fundamentala.

Sa consideram actinea unui grup Lie G (C M,(C)) in spatiul C”, definitad prin:
f:@GxC"—>C" , f(A,z)= Az

Atunci aceasta functie poate fi "ridicata” pana la inelele de coordonate ale celor doua
spatii (in cazul lui C* O(C"™) = C[T4,...,T,]) si anume pana la un morfism de algebre
astfel:

A:O(C™") - O(G) ® O(C™)

24
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MT3) = 2k Xik @ Ty. Astfel O(C™) are o structurd de O(G)-comodul la stanga.

Sa considera acum actiunea algebrei Lie g in spatiul C™ definita asemanator:
h:gxC"—C" | h(Az)=Az

Atunci aceasta functie poate fi prelungita pana la un morfism de algebre intre algebra

infaguratoare a lui g si inelul de coordonate al lui C™, mai precis:
b Ulg) ® O(C™) - O(C™)

prin: daca u = 4(A1)...4(4p) € U(g) cu A; € g atunci p(u,z) = A;--- Apz. Acest
morfism face O(C™) sa fie un U(g)-modul la stanga.

Astfel, teoria actiunii (si reprezentarilor) se reduce la gasirea tuturor O(G)-comodulelor
la stanga sau U(g)-modulelor la stanga. Observam ca prin aceasta liftare practic dispar
grupul si algebra Lie asociata. In locul lor apar ca mult mai importante cele doua structuri
duale: inelul de coordonate gi algebra infasuratoare, obiecte care poseda si o structura de
C-algebra Hopf, induse de structurile de grup sau, respectiv, algebra originale.

In cele ce urmeaz vom incerca si ”deformsm” structura de C-algebra Hopf a algebrei
infaguratoare U(g) incercand, acolo unde s-a rezolvat, sa gasim si deformarea similara
a C-algebrei Hopf O(G) care sa pastreze cat mai mult din dualitate. Dacad s-ar dori
determinarea unui grup din structurile deformate, ar trebui sa se calculeze spectrul inelului
O(G) deformat (pe care il notam Oy(G)), iar apoi sa se recupereze structura algebrica pe
aceste puncte. Atunci putem considera ca exista o corespondenta directa intre grupuri
cuantice §i algebre infaguratoare deformate U,(g). Caracteristica definitorie a lui Uy(g)
este faptul ca ramane o C-algebra Hopf. Acest lucru il face pe Drinfel’d sa spuna ca
la nivel categoricial exista un functor intre categoria algebrelor Hopf si cea a grupurilor
cuantice. (vezi [Drin86]).

In cele ce urmeaza ne vom ocupa de deformarile algebrelor Hopf in cazul n = 2.

2.1 Matricea R si Ecuatia Yang-Baxter

Consideram cazul n = 2. Ciutdm o matrice R € My(C) = M,(C)® My(C) = Endc(C?*®

C?) care sa respecte o anumit3 egalitate pe care o introducem mai jos. Dacd R = ¥, a,®¥;



CAPITOLUL 2. GRUPURI CUANTICE 26

atunci definim Ry», Ri3, Res € Mg(C) = Endc(C? @ C? @ C?) prin:
Rip=3 a:0b®1 , Rs=) a,®1®@b , Ry=3 10a®b
FEcuatia cuanticd Yang-Bazter (QYBE) se scrie atunci sub forma:
RisR13R3 = RosRi3Ris (2.1)

Daca solutia R depinde de un parametru A, dezvoltam in jurul lui 0 (unde R(0) = I)
si obtinem: R(h) = I + rh + ryh® + .... Pentru r € M,(C) construim 713,713,723 ana-
log constructiei lui Rjs, Ri3, Ro3 iar aceste matrici vor satisface ecuatia clasicd Yang-
Bazter(CYBE):

[r12,713] + [r12, 23] + [r13,723] = 0 (2.2)

Vom verifica ca o anumita matrice este solutie a lui (2.1) (QYBE), iar "liniarizarea” sa

este solutie a lui (2.2) (CYBE):

2 00 0
o100 .
R = 0 p 1 0 , undep=qg“—q*,q€eC (2.3)
0 00 ¢

Descompunerea lui R este de forma:

e=[5b]e[f ]+ [0 2)els 2]+ [t )]s 1]

Atunci se obtine:

1
[ +]
1

K

Riy=RQ 1, =

coocococoo
coocococoR o
cooW O OO
oo O, O OO
oo~ oo oo
coHroo o0 ooO
oR, cocoococ oo

coocococoo

[ +]

K
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"2 0 0 00 0 0 0]
0100000 0
0 0g200 0 0 0
Ra_ |0 00 10000
0 p 00100 0
00000 g0 0
000 p0 010
(00000000 ¢
"2 00 0 0 00 0]
0100 000 0
0 p1 0000 0
0 004g¢ 000 0
Ra=LOR=110 000 42 00 0
0000 0 10 0
0000 0 pl 0
(0000 000 ¢ |

iar QYBE se verifica prin inmuliirea acestor matrici 8 x 8.
Liniarizarea matricii R se poate obtine daci punem ¢ = e”2. Atuncig? =1+h+...,

iarp:eh—e_hzl—l—hz—l—.... Deci:

O O OO
O O OO
— o o O

OO O =

lar celelalte 3 matrici 712,713,723 se obtin analog lui Rjs, Ri3, Ra3 g1 apoi se verifica :

[7‘12,7“13] = [7‘12,7‘23] = [7‘13,7‘23] =0

Deci si CYBE se verifica.

2.2 Deformarea Inelului de Coordonate O(M;,(C))

Sa notam cu C < X;; > algebra liberd in nedeterminatele X;;, 1 <1,7 <2 X = (Xj;) €
M,(C < X;; >) matricea de coordonate. Sd notam cu X; = X®1 si Xy = I®X. Atunci,
pentru o matrice R € My(C) definim Ig sa fie idealul bilateral in C < X;; > generat de

elementele matricii:

RX:1 X, — X,X1R (2.4)
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Atunci algebra matriciala cuantica asociatd lui R se definegte prin algebra factor:

def

OR(Mg(C)) =C<« Xij > /IR (25)

Observam ca pentru R = I obtinem algebra comutativa obignuitda O(M,(C)). In cele ce
urmeaza vom considera matricea R solutie a ecuatiei Yang-Baxter (CYBE) prezentata
anterior (2.3). Vom nota simplu O,(M>(C)) = Or(M;(C)) pentru acest R.

Daca dezvoltam (2.4) obtinem:

0 g2 X11 X12 — X12X11
X1 X — q2X21X11 X11 Xy — X909 X9 — p X1 X2
RX.1X, — XsXiR =
12 2t X X1 — q_2X11X21 X1 X1 — X192 X0y
0 g 2 X051 Xop — X12 X0
q2X12X11 — X11X49 0
X12 X1 — X1 X X12X99 — q2X22X12
XooXi1 — X11Xoo + pX12X91  XpaXqo — q_2X12X22
? X220 Xo1 — X01 X2 0

A considera inelul O(M>(C)) = C < X,; > /Ig inseamna a considera inelul C <
a,b,c,d > cu urma toarele relatii de comutare:

ba = g %ab db = q~2bd bc = cb

ca =q 2%ac dc=q%cd ad—da=(q*—q?)bc

Intru-cat O(M,(C)) astfel definit este un inel generat de extensia Ore iterata:

Cla] C Cla, b = @C 18" C Cla,b,c] = @Cabc C Cla,b,c,d] = @Cabc

rezultd ci o bazd poate fi luatd {a'b?c*d'|s,;,k,1 € N} (ca spatiu vectorial), iar ca inel

ramane domeniu noetherian?.

O,(M>(C)) este o bialgebra.

Mai mult, cu aceleagi legi ca si O(M>2(C)) obtinem ca

2.3 Grupul Cuantic SL(2,C)
2.3.1 Algebra Hopf O,(SL(2,C))

Constructia inelului O,(SL(2,C)) se face analog lui O(SL(2,C)). Problema ce se ridica

se refera la determinantul unei matrici. Daca nedeformat det = ad — bec, vom lua det, =

1 Adic3 este domeniu de integritate si orice ideal este finit generat
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ad — ¢?bc. Atunci:
Oy(SL(2,C)) ¥ 0,(My(C))/ < ad — ¢°bc— 1 >

Se poate demonstra ca O,(SL(2,C)) admite o structurd de C-algebra Hopf construita
din structura de bialgebra "mostenita” de la O (M,(C)), iar antipodul se defineste analog
cazului nedeformat:

S(a)
S(c

(ad — q%bc)'d  S(b) = —(ad — q%bc)™'b

—(ad — ¢%bc) "¢ S(d) = (ad — ¢?bc) 'a (2.6)

In demonstratia structurii de bialgebr, pentru ca A si ¢ si treacs la inelul factor Oy(SL(2, C))
se utilizeaza relatiile:

A(ad — ¢%bc) C (ad — ¢%bc) @ (ad — g°be)
e(ad — ¢’bc —1) =0

O motivatie pentru alegera lui det, = ad — ¢*bc este datd de faptul cd centrul lui
O4(M(C)) este generat de ad — ¢®bc (atunci cidnd g nu este o radicing a unitatii). Intr-

adevar:
adet, = a(ad — q*bc) = aad — q°abc = a[da + (¢* — ¢7%)bc] — ¢ 2abc = ada — ¢ 2abc =

= ada — bac = ada — q*bca = (ad — ¢°bc)a = det,a

Analog pentru ceilalti generatori.

2.3.2 Algebra infasuritoare deformata U,(si(2))

Cu notatiile din exemplul 1.7 avem ca:
U(sl(2)) =C < X1, X2, X3 > [ < Xi Xo— X0 X1-2X5, X1 X3— X3 X14+2X3, Xo X5 —X3Xo— X1 >

Deformarea cuantica a lui U(g) (in constructia Kulish-Reshetikhin, 1983) porneste de la

deformarea comutatorului [X,, X3] si anume:

(2.7)
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¥ — e~")/2 este sinusul hiperbolic.

Se observa ca limy_,g sinh(%th)/sinh(%h) = X;. Structura deformata va fi:

unde h € C este un numar complex, iar sinh(z) = (e

Uh(Sl(Z)) dZEf C < Xl,Xg,Xg > / < X1X2 — X2X1 — 2X2,X1X3 — X3X1 + 2)(37

X2X3 — X3X2 — S’L’)’Lh(%th)/S’th(%h) >
Limita limp o Un(sl(2)) are sens prin considerarea structurii factor Up(sl(2))/hUn(sl(2)).

Se verifica usor ca
Un(sl(2))/hUn(sl(2)) ~ Us(sl(2)) = U(sl(2))

Vom demonstra ca Ux(sl(2)) este dotatd o structura de algebra Hopf. Pentru aceasta,

insd, vom schimba generatorul X; convenabil.

2.3.3 Algebra infasuratoare deformata U,(sl(2))

S& consideram X, = exp(3hX1) §i ¢ = exp(;h). Atunci relatia de comutare (2.7) se

transforma in:

X2 - X2

g — g2
Sa consideram o serie formala g(z) = > k>0 arz®. Deoarece X1 X, — XoX; = 2X, rezults
X1Xs = X2(X1+2). Recurent X7 X, = Xp(X;+2)" deci formal: g(X;)X, = Xog9(X;+2).
Analog g(X1)X3 = X39(X; — 2). Dacé considerdm g(z) = exp(;ha) atunci:

X2X3 - X3X2 —

X4Xo = ¢* X0 X, XoX3=q?X3X,

Obtinem ca Ux(sl(2)) este izomorf cu urmatoarea structurad notata U,(sl(2)):

def

Uy(sl(2)) € C < Xy, X3, X4, X; ' >

cu relatiile de comutare:
X2 - X,;?
X4X2 = q2X2X4 s X4X3 = q_2X3X4 ; X2X3 - X3X2 = ‘;7!42
q9° —4q
Acest din urma obiect, Uy(sl(2)), admite o structura de C-algebra Hopf. Intr-adevir, si

consideram:

A(Xy) =X @ X, + X4 © Xo
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A(X3)=X3 @ X'+ X409 X3
AX)=Xa0X, AXH=X"0X;"’
S(X2)=—q2Xy  S(Xs) = —¢*Xs
S(X)=X0 S(XyT) =Xy
e(Xs)=¢(X3)=0 (X)) =e(X;) =1

iar apoi extindem A gi € ca morfisme de algebra, in timp ce S se extinde ca antimorfism.
Verificarile de coasociativitate, counitaritate i element antipod sunt suficient de simple.

In mod clar U,(sl(2)) este o extensie Ore iterata gi prin urmare un domeniu de noethe-
rianitate cu baza {XiXIX¥|i,j € N,k € Z}. Centrul lui U,(sl(2)) este generat de un

analog al unui element Cazimir:

*+1X2+X,?
q4_1 q2_q—2

0 =XoX3+ X3X, +

Pentru mai multe amanunte vezi [Smit92].

Legatura intre U,(sl(2)) definit mai sus si O(SL(2,C)) a fost aratata in 1987 de
M.Rosso ([Rosso87]) utilizand o reprezentare a lui U,(sl(2)). Se obtine o functie injectiva
de la Uy(sl(2)) — O4(SL(2,C))* unde * reprezinta dualul algebric al lui O(SL(2,C))
(A* = Homc(A4,C)). In plus, dacs se introduce o anumita topologie co-finita pe O, (SL(2, C)),

morfismul devine un izomorfism pana pe O,(SL(2,C))".



Partea 11

Aplicatii in Fizica ale lui SU4(2)
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Capitolul 3

Reprezentarile Bosonice ale lui
SUq(2)

3.1 Deformarea Grupului SU(2)

3.1.1 Algebra Hopf SU,(2)

Pentru SU(2) se poate proceda analog grupului SL(2). Problema este ca, spre deosebire de
SL(2), trebuie tinut cont de relatia de unitaritate care presupune utilizarea conjugatelor

coordonatelor. Sa notam compact:

-
| a —¢%
X_[b a ]

Atunci cu aceeagi matrice R ca cea din (2.3) construim un inel de coordonate analog lui

(2.5) pe care il facorizdm printr-un inel continand det, — 1 si T+ — T~
0,(SU(2)) =C < a,b,8,b> /| < RX1 X5 — Xo X; R, det, — 1, Tt - T >
Tot compact putem scrie gi legile de C-algebra Hopf:
AX)=X®X , e(X)=1, S(X)=X"1

3.1.2 Algebra deformata U,(su(2))

Algebra infasuratoare Uy(su(2)) se defineste pornind de la generatorii Jy, J_, J3 aga cum

apar in exemplul 1.8. Mai precis, relatiile de comutare prezentate acolo se deformeaza

33
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astfel:
[J3, Je] = £J4
3.1
[y, J ] = [2J4 (3:1)
unde am introdus paranteza cuanticd:
2] =2 —+ (3:2)
q9—9q
sau, 1n termenii lui v = In g obtinem:
_ sinh(yz) (3.3)
sinh(y)

Deci avem ca:
Uysu(2)=C < Jy,J_,J3 > | < J3dy — Je s F Iy, JoJ- — J_Jy — [2J3] >

Proprietatile parantezei cuantice pot fi restranse la:

1) limy_1[z] = & = lim,_o[z]

i) [~z] = —[x]

i) [1]=1,[0]=0

iv) [] este invariantd la transformarea numitd de dualitate g < ¢~* sau v < —7.

O prima consecintd a relatiilor (i) si (ii) este ca SU,(2) si SU(2) au aceeasi algebra
pentru spin 0 (J3 = 0) §i pentru spin 7 (2J;3 = +1). In plus are loc relatia la limit:

lim U,(su(2)) = U(su(2))

g—1

3.2 Reprezentarea Bosonica a lui U,(su(2))

Jimbo a construit o reprezentare finit dimensionala pentru operatorii J,,J_, J; in care

acestia actioneaza intr-un spatiu Hilbert cu baza |jm > dupa relatiile:

J3lgm > = m|ym > 1 (3.4)
Jelim > = (I Fmlj+m+1])2[5m£1> '
undeij,%,l,%,...§i—j§m§j. Atunci:

J_Jilgm >=[5 —m]lj + m+1][jm >
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JpJ_lgm >=[5+m]lj —m+1][jm >

Pentru a obtine reprezentarile bosonice consideram limita 7 — oo in doua situatii gi anume
atunci cand 7 — m = n; finit sau 7 + m = n, finit.

a) Consideram j — m = n; este finit. Atunci:

. _._mU+m+H
iy " B

l7m >— [nq]|jm >

e ik
7] /] 2

Definim operatorii limita:

[7 —m+1]|ym >— [ny + 1]|jm >

J J_
a; = lim —+ ai" = lim —
e yJ124] imeny A/ [27]

Atunci vom rescrie aj a; = [Ny], araf = [Ny + 1] si:

cosh(~v/2(2N; + 1))

lay,0f] = [N+ 1] — [M] =

cosh(~v/2)
Putem construi acum un spatiu Hilbert cu baza |n; > data de:
|m>:iﬂ§%M>
')
unde:
(]! = [ma]lra = 1] -+ [2][1]

iar actiunea operatorilor Ny, a1,a] este datd de:
Ni|ny >=nq|ng >

ailny >= [n1]1/2|n1 —-1>
at|ng >=[ny + 11"%n +1 >

b) Consideram acum j +m =ny = 0,1,2,... 5i 7 — co. Repetam schema anterioara

gi obtinem:

. —m+ 1] . .
ljm >= w[ +m+ 1]|jm >— [ny + 1][ym >

[27] /124 [27]
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—m+ 1] . .
\/—— jm >=[; +m]%bm >— [no]|jm >
Definim acum operatorii limita astfel:
J_ J
a; = lim — a;" = 1 —+

Obtinem astfel: aj ay = [Ny], azad = [Ny + 1] si

[a2,a)] = [Na + 1] — [Nz] = cosh(v/2(2N; + 1))

cosh(~v/2)
Spatiu Hilbert pe care il putem sa-1 construim este format din vectorii |ny > dati de:
(a)"
|’)’L2 >= N1/2 |0 >
ny|!

iar actiunea lor este data de:

Ni|ng >= nglng >
azlny >= [na]"*ny — 1 >
af|ng >= [ny + 1]1/2|n2 +1>

Am obtinut astfel doua tipuri de oscilatori armonici care compun starea. Aceasta

(starea generala |jm >) este obtinuta din:

. gty ™™ gty tm
|.7m >= ( 1) 1/2 ( 2) 1/2|0> (35)
(7 =mI)"(l7 + m]!)
pe care o notam gi cu |[jm >= |ning >.
Sa consideram acum J_ = af as, J. = afai, 2J5 = N;— N;. Ne propunem s& verificaim

relatiile de comutare in baza |nin, > definite mai sus. Avem:
1 1

[J37J+]|’)’L1’)’L2 >= —[Ng—Nl,a;'alﬂnlng >= —{(Ng—Nl)a;'aﬂnlng > —a;al(Ng—N1)|n1n2 >} =
2 2

1
= 5{(N2 - Nl)a;"|n1 —1,n3 > [n1]1/2 - (nz - nl)a;aﬂmnz >} =

1
= A(N2=N)lni—1,ma 1 > [ng + 112 m] ? —(ng = )[m g +1]*fma 1, mo 1 >} =
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1
= 5{(”2 —ny + 2)[n])Y?ny + 112 — (np — n1)[na]?[ng + 1]?}ng — L,ng + 1 >=
= [’)’Ll]l/z[ng —|— 1]1/2|’)’L1 — 1,n2 —|— ]. >

Pe de alta parte:
J_|_|’)’L1’)’L2 >= [’)’Ll]l/z[ng + 1]1/2|’)’L1 — 1,n2 + 1>

De unde obtinem c& [J3, J+] = J4+. Analog [J3,J_] = —J_. Cu o schemad asemanatoare,
doar ca necesitd un efort de calcul algebric mai mare, se verifica si relatia [J, J_| = [2J3].
Din considerarea celor doua limite 7 — oo in cazurile § —m = const sau 7 +m = const

deducem ecuatiile oscilatorului cuantic deformat (numit g-oscilatorul armonic) si anume:

ata = [N] aat =[N +1] (3.6)

o cosh(~v/2(2N + 1))
1= cosh(~v/2)

Se observa ca in limita v — 0 obtinem: [a,a™] = 1 adica oscilatorul armonic nedeformat.

[a,a

(3.7)

In ceea ce priveste elementele Cazimir ale algebrei infasuratoare (deformate) putem

spune ca centrul algebrei deformate U,(su(2)) contine operatorul:
Co[SUL(2)] = J-Jy + [J3][J3 + 1]
care, aplicat pe vectorii reprezentarii conduce la:
Co[SU,(2)][5m >= [5]7 + 1]ljm >

(vezi si [Bona9l]).
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Aplicatii ale Grupurilor Cuantice

4.1 Analiza Spectrului Vibrational

Asa cum am vazut in capitolul precedent, putem defini g-operatorii de anihilare gi creare

a, a* care actioneaza in spatiul Hilbert cu baza {|n >} astfel:
aln >=[n]*?n -1 >

atln>=[n+1"2n+1>

iar operatorul numarului de particule N se definegte prin:
[NJ=a*ta , cu Nln>=nln>

Se pot verifica relatiile de comutare: [N,a™] = a*, [N,a] = —a. Putem defini acum

. mhw

P =1 5 (a"' —a)
| h

Q= 2mw<a+ + a)

cu m,w, ki avand semnificatiile uzuale, iar relatia de comutare este: [P,Q] = ih[a™,al.

g-pozitia si g-impulsul astfel:

Hamiltonianul sistemului va fi:

1 1 1
H= %Pz + §mw2Q2 = §hw(““+ +a*a) (4.1)

Vectorii si valorile proprii ale energiei vor fi:

Hin >= Ey(n)n >

38
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cu:

Ey(n) = ghoo(fn+ 1] + [n)) (4.2)

4.1.1 Analiza in cazul ¢ = e¥

Avem paranteza cuantica:

sin(gx
(o) = S092)
sin(g)
g1 atunci: .
w . 1
Ey(n) = Ey(n) = 2M,ngszn (n+ §)g (4.3)

2
Se observd ci limy_,o0 Ey(n) = hw(n + 3), adicd obtinem spectrul oscilatorului armonic
nedeformat.

1) Dependenta E = E4(n) este prezentata in figurile 1,3 gi 4 de la sfargitul lucrarii. Se
™ 3

5> Ty -

observa o concentrare energetica in doua puncte :l:%" pentru g = S

2) Din relatia:
i 1
Eq4(n) = C(g)sin(n + 5)g

deducem ca pentru g # 0 spectrul este marginit de domeniul [—C(g), C(g)]

3) Daca g nu este in rationalitate cu 7 (adica £ ¢ @), un rezultat cunoscut din
teoria sistemelor ergodice ne asigurd cd {E4(n)ln € N} este densd in I = [—C(g),C(g)]-
Obtinem deci ca spectrul oscilatorului devine o banda. Multiplicitatea unui nivel energetic
este 1.

4) Dacéa g = F;, atunci obtinem un spectru discret, finit, iar numarul liniilor este par.

Intr-adevar, fie doua linii cu numerele n; si n:

1 1
By(m) = C(g)sin((m + 3) 1) Eylna) = C(g)sin((na + 3) )
Pentru periodicitate: (ny + %)% —(n1 + %)% = 2w, deci ny — ny = 2N, sau (n; + %)% +
(ny + %)% = m,3w. Atunciny +ny +1 = N sau ny + ny + 1 = 3N. Numarul de perechi
(n1,m2) cu 0 < ny,ny < 2N independente de relatiile ny +ny + 1 = N, 3N se deduce a fi:

N pentru N = 2p (par)

Nr.linw = { N +1 pentru N =2p+ 1 (¢mpar)

Multiplicitatea unei linii este co.
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4.1.2 Cazul g =¢f

Atunci paranteza cuantica este:

_ sinh(gz)
~ sinh(g)
iar valorile proprii ale energiei se deduc din (4.2):
hw . 1
E,(n) = 23inh% sinh(n + §)g (4.4)

Graficul £ = Ey4(n) este redat in figura 2 de la sfarsitul lucrarii.

1) Pentru n = 0 se obtine nivelul fundamental Ey = ET“’, invariant la deformare.

2) Pentru ng > 1 putem aproxima sinh(n + 3)g ~ %e(”"'%)g sl atunci:

Se observa ca:
Eq(n + 1) — 9 o Eq(n + 1) — Eq(n) B
Eq(n) - Eq(n) - Eq(n - 1)

Deci nivelele energetice cat si liniile spectrale sunt in progresie geometrica. Multiplicitatea

fiecarei linii este 1.
3) Daca dezvoltam dupa g (valori mici), obinem pentru nivelele energetice urmatoarea
expresie:
1 hw

Ey(n) = hw(n + 5) + ?(n + %)(nz + n)g2 4.

adica un spectru de oscilator anarmonic.

4.1.3 Cazul g =e"1Y9

In acest caz paranteza cuantica arata destul de complicat:

2] = cosh(o(z + 1))cos(g(z — 1)) — cosh(o(z — 1))cos(g(z + 1))_|_
cosh(20) — cos(2g)
_H,sz'nh(a(a: + 1))sin(g(z — 1)) — sinh(o(z — 1))sin(g(z + 1))
cosh(20) — cos(2g)
Pentru o mic aproximam in primul ordin:

_sin(gz) . (z+1)sin(g(z — 1)) — (z — 1)sin(g(z + 1))
[z] = — ( + 10 —
sin(g) 2s1m%g
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Inlocuind in (4.2) obtinem urmatoarele valori:
Eq4(n) = Eg(n) +i0Ay(n)

unde E4(n) este dat de (refe43), iar:

hw sin(ng) cos(n+ 1)g
Aqln) = 7( 2sin2d sind )
2 2

4.2 Analiza Spectrului Rotational

In analiza spectrului unui rotator rigid deformat avem doua cai: prima este de a deforma
hamiltonianul astfel incat sa ramana element Cazimir in algebra deformata, iar a doua
cale este de a pastra definitia hamiltonianului, dar de a deforma actiunea sa. Vom analiza

pe rand cele doua posibilitati.

4.2.1 Hamiltonianul ca element Cazimir

Aga cum am vazut in finalul capitolului anterior, element Cazimir al grupului SU,(2) il

constituie operatorul:

Cg = J_J_|_ —|— [Jg][Jg —|— 1]

cu valorile proprii:

Calym >= [5]l5 + 1][sm >

Astfel, daca postulam ca hamiltonianul rotatorului rigid este proportional cu elementul

Cazimir 5 plus un multiplu de unitate obtinem:
2
H — %Cz —|— Eo
(I=momentul de inertie al rotatorului) gi atunci valorile proprii ale energiei vor fi:
20 9.
E; = 5l + 1]+ Bo (4.5)

In cazul g = €% obtinem:

() = & sin(gj );:;(é(; +1))

+ Ey
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O dezvoltare in serie dupa parametrul g (pentru g5 < 1) duce la:

B,G) = EGG 4 D0+ L) - 26+ 105) + B (46)

Obtinem astfel o formuld corectiva la nivelele energetice obignuite ale rotatorului rigid
nedeformat.

O astfel de formula se poate aplica atat in fizica atomica cat i in cea nucleara.

In studiul spectrelor moleculare biatomice este frecvent utilizat un potential de tip

Morse:

U(r)=D(1 — e—ﬁ(’"_’"o))2

pentru care nivelele energetice au forma:

Boy = h((n+ 3) = Balnt V) + 50+ 1) = Bog(G + 1)) + Bl + )i+ 1)+ -

Daca neglijam spectrul vibrational obtinem:
E_; =50 +1) = By®(5 + 1)) + A

formula care este asemanatoare cu (4.6).

Se observa ca parametrul de deformare al grupului poate fi luat:

gi obtinem o buna aproximatie a spectrului Morse.
In studiul spectrelor de rotatie ale nucleelor par-pare deformate se utilizeaza o formula

aproximativa de tipul:
Ej = By + %(j(j + 1) = B(i + 1) + C°( + 1) — )

unde ordinul coeficientilor este: B = 1073, C' = 107°. Atunci formula de mai sus se poate

aproxima cu (4.6) pentru g = 0.053. (vezi [Bona91]).
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4.2.2 Deformarea actiunii

Ideea este urmatoarea: Sa pastram definitia hamiltonianului utilizand momentul cinetic

total astfel:

2 2 2 ]_
H=%J =5+ I+ J3) = 5(JeJ-+ 5 - §[J+;J—])
Acum utilizand relatiile de comutare (3.1) obtinem:
2 1
= BI04+ T} L))
Valorile proprii ale acestui hamiltonian vor fi atunci:

Ey(jm) = 5[+ m][j —m + 1]+ m? — [2m) (1)

Se observa ca noul hamiltonian nu este element Cazimir al sistemului, dar valorile sale
proprii (4.7) prezinta o serie de proprietati interesante pe care le vom enumera in contin-

uare:
1) Avem ca: E,(j,—m) = E4(3,m)

Acest lucru rezulta din formulele:
1
JP=J Jp +J5 + §[J+;J—]

[—2m] = —[2m]
Atunci: X
Bi,m) = 55— mllj +m o+ 1] +m 4 L (2m])
si deci:

By, —m) = B([j + mllj — m+ 1] +m? — _[2m]) = By(j,m)

2) Din proprietatea de mai sus rezulta ca multiplicitatea unui nivel este 2 pentrum # 0
si 1 pentru m = 0.

3) In limita g — 1 obtinem formulele uzuale pentru energia rotatorului rigid:
. 2 .,
E(j) = 53 +1)

In plus, multiplicitatea unei linii energetice (pentru cazul nedeformat) este 25 + 1.
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4) In cazul g = €% obtinem:

sin(g(j +m))sin(g(j —m +1))  , 1sin(2mg)
sin?g 2 sin(g)

Eg(j7 m) = Z_[(

Dependenta E = E,(j,m) este reprezentata in figurile 5 gi 6 de la sfarsitul lucrarii. Se
remarca, ca pentru g in vecinatatea lui 7 sau 37" dependenta energetica se face in special

de termenul m?:
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Concluzii

In lucrarea de fata am incercat sa prezentam constructia grupurilor cuantice ca obiecte
deformate fie ale inelului de coordonate, fie ale algebrei infaguratoare universale a algebrei
Lie asociata. De asemeni am prezentat cateva posibile aplicatii ale acestei constructii si
anume 1n studiul spectrelor vibrationale sau rotationale ale moleculelor. Desigur lucrarea
nu cuprinde o descriere exhaustiva a domeniului, acesta fiind in plina evolutie.

Este posibil ca dupa parcurgerea ei, mai multe intrebari sa se nasca decat raspunsuri.
Sa Incercam sa rememoram mai intai faptele:

Constructia matematica a inceput odata cu observatia ca in spatele unui grup Lie
(algebric sau analitic) se afld o constructie mult mai subtild gi anume inelul de coordonate.
Extragerea grupului din aceasta structura algebrica se face determinand spectrul inelului
(adicd multimea idealelor prime). Mai mult, structura de grup induce in acest inel de
coordonate o structura de algebra Hopf. Aceasta observatie este fundamentala in evolutia
lucrurilor. (Trebuie spus, in context, ca legatura intre inelul de coordonate al unei multimi
cu acea multime nu este un lucru banal; faptul apare mai pregnant daca ne gandim ca in
geometria algebrica varietatile algebrice pot contine singularitati d.p.d.v. al geometriei
diferentiale, singularitati care pot fi tratate prin metode pur algebrice!).

Un alt fapt important vine din constatarea ca toate aplicatiile grupului (actiuni sau
reprezentari) pot fi ridicate pana la nivelul algebrei Hopf, problema reprezentarii reducandu-
se la gasirea tuturor comodulelor peste algebra Hopf respectiva.

O alta algebra Hopf mai usor de manuit este algebra infaguratoare universala. Aceasta

se construiegte pentru orice algebra Lie si reprezinta (via teorema PBW) algebra opera-
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torilor diferentiali stang invarianti. Tot un fapt algebric il constituie gi legatura intre cele
doua algebre Hopf construite deja, si anume dualitatea ce existd intre ele (sub conditia
de conexitate si simplu conexitate a grupului si semisimplicitate a algebrei Lie).

Avand aceste "scule” gata pregatite (pornind de la un grup Lie), este naturald con-
siderarea unor structuri modificate (”deformate”) care sa pastreze totugi anumite carac-
teristici esentiale. Aceasta esentialitate este data de structura de algebra Hopf. Astfel,
atunci cand se face deformarea structurii se cauta acele deformari care pastreaza struc-
tura de algebra Hopf. In matematica, constructia unor algebre Hopf ne-comutative gi
ne-cocomutative s-a numit ”cuantificare” (quantization). Astfel au aparut aceste obiecte
noi, i anume grupurile cuantice.

Primele aplicatii au fost atat de natura fizica cat si matematica: pe de o parte a
fost metoda imprastierii inverse cat si constructia de exemple generice de algebre Hopf
necomutative sau necocomutative. Intre timp acestea au capatat o arie mult mai larga
de raspindire incat se poate pune problema daca chiar exista ceva in spatele lor mult mai
ascuns fizic sau este doar o moda, o modalitate mai simpla de a explica diferente uneori
calitative prin introducerea unor parametri liberi din care sa se poate regla modelul ?

Prima interbare care poate cineva sa gi-o puna ar fi ce semnificatie are parametrul de
deformare (notat ¢q) ? Intrebarea aceasta este probabil cea mai importanta gi totodata
cea mai dificila. Discutia acestei probleme ne propunem s-o amanam la sfargitul acestei
sectiuni de concluzii.

In partea de aplicatii ne-am ocupat exclusiv de aplicatiile reprezentarilor bosonice finit
dimensionale ale lui SU,(2) in studiul spectrelor vibrationale si rotationale.

In fapt, in studiul spectrului vibrational am pornit cu g-oscilatorul armonic cuantic
deformat gi am studiat spectrul acestuia, depinzand de valorile parametrului de defor-
mare. Trebuie sa subliniem ca valori reale pentru energia totala se pot obtine doar daca
parametrul de deformare este real sau de modul unitate. Aceste doua cazuri par a fi
singurele de importanta in literatura. In cazul in care parametrul de deformare este com-
plex, dar nu unitar, am gasit o formula aproximativa in calculul valorilor proprii. Merita
amintit rezultatul obtinut relativ la spectrul oscilatorului deformat cu un parametru uni-
tar: daca parametrul este o radacina a unitatii atunci se obtine un spectru discret, finit

gl cu un numa par de linii; in caz contrar spectrul este o banda marginita gi simetrica.
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Mai mult, in primul caz multiplicitatea este infinita pe cand in al doilea caz aceasta este
simpla.

In studiul spectrului de rotatie avem o alegere de facut inca de la inceput asupra
hamiltonianului: sa deformam gi operatorul astfel incat sa ramana element Cazimir sau
sa deformam actiunea sa, pastrandu-i forma 7 In primul caz se obtine o formula pen-
tru nivelele energetice care aproximeaza bine spectrul rotational Morse pentru molecule
biatomice sau spectrul rotational al unor nuclee deformate. Degenerarea nivelelor se
pastreaza ca in cazul nedeformat. In al doilea caz se obtine o structura complet noua de
nivele energetice, degenerarea nivelelor fiind 2 sau 1, depinzand de m.

Aceste doua cazuri pot fi generalizate si la nivelul ecuatiei Schrodinger radiale, obtinan-
duse in final doua structuri de linii spectrale complet diferite si avand de asemeni degenerari
distincte. Multe motive ne-ar sugera ca prima cale ar fi mai corecta. Oricum ar ramane
intrebarea ce semnificatie o are al doilea tip de deformare ?

Revenim in incheiere la problema semnificatiei fizice a parametrului de deformare.
Prezentam diversele posibilitati sugerate in literatura, dar mai ales in articolul lui Ng
([YGNg90]). Vom nota cu vy = Ing:

1) O posibilitate ar fi ca parametrul 7y sa reprezinte curbura spatiului Hilbert al starilor
din mecanica cuantica. Astfel operatorii asociati observabilelor nu ar mai actiona intr-un
spatiu plat, ci intr-unul curb.

2) O alta interpretare vine din urmatoarea observatie: in deformarea lui SU(2) (dar
si a lui SL(2)) remarcam existenta sinusului hiperbolic in definirea deformarii. Acest
sinus hiperbolic are seria Taylor formata din puteri impare cu exponentii din 2 in 2. In
mecanica cuantica se neglijeaza efectul masurarii asupra observatorului, ci se tine cont
doar de efectul acestuia asupra starii. Astfel se poate presupune ca parametrul v ar
masura efectul reactiei inverse a sistemului de studiu asupra observatorului. Acest efect
aditional s-ar intoarce asupra sistemului in ordinul doi, dupa care se propaga inapoi prin
lant,.

3) Cea de a treia interpretare se bazeaza pe faptul ca axele de coordonate sunt tratate
diferit in urma deformarii algebrei su(2). Astfel parametrul v ar masura ruperea de

simetrie rotationala.
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