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SUR DEUX INTEGRALES DOUBLES,

Psr M. HERMITE,

MEMBRE DE L' INSTITUT,
MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

Une question relative & un certain mode de développement en série des fonctions
de plusieurs variables repose sur la détermination de 'intégrale multiple

(lx(ly .du
A= f ke AT

ol les quantités P et P” ont pour expression

P=1—2ax—2by—...—2lu+a&+0'+...+ £,
P=1—odz—oby—...—2l'u+a*+ 0" .. 41"

et I'intégration devant étre étendue a toutes les valeurs des variables =, y,..., u,
qui satisfont a la condition
E A o e R ol S
En posant

Q=(t—ax —by—. .. —lup—(a+b+.. .+ ) ( 2+ 5 4. A —1),

la méme question exige aussi la détermination de U'intégrale

_ff f dx;)l?f\/Q du

entre les mémes limites que la précédente. Me bornant au cas de deux variables
seulement, et en employant les méthodes élémentaires, je vais développer le calcul
par lequel on obtient leurs valeurs.
Soit, pour abréger,
ri=at-+ b,
rr*=a 4 0%
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j’introduirai comme auxiliaire un angle 6 défini par les égalités

aa’ + bb’ ba' — ab’ .
:;, = ¢o0s0, ———):;,—‘-—“‘—-Slno,

et je ferai un premier changement de variable, savoir:

at—+bn be—an
r=0, p=———

par lequel I'intégrale A prendra cette forme plus simple

&__‘f‘/‘ . didn .

) (1—2rE+r?)[1—ar’(£cosl +nsinl) 4 r|

Les limites d’ailleurs seront déterminées comme précédemment par la condition
g+ "77-_<=I1

de sorte que 'intégration par rapport & » devra s'effectuer depuis 7= — y1 — #*
jusqu'h n =+ y1— &%, On trouve ainsi pour résultat

I 1 1—27' (£c0s0— \1— £28in0) 4 1"

o

o o : 8 . e
1—oarg+r* 2r'sing I—zr’(gcgsﬂ—*—\/1—-—5"S|r10)—+~y"",

et ¢’est cette expression qu’il reste a intégrerde £ = — 1 ==+ 1.
En posant ‘
£ =cosgy,

on obtiendra pour A la valeur suivante

—_ ¥ - sino 1—27r' cos(w J—
A= 21 sind f d:i‘ . . lOg v (’} —————— 0) }...) -
2750 J, T Y—areose+rt P T a1 cos (y—0) 17

«

ou plutdt, en multipliant et divisant par r,

o
T I—2rC0SQ + 127" C0S (9 — 0)~~ 1"

_ I T rsing 1— 2. cos (9~ 0 .
A 2(bal_abl)f0 d (9 =+ 0)~ 1"

Cette intégrale définie se trouve aisément, comme on va voir.
Je supposerai expressément que 7 et 7* sont tous deux moindres que Punite, de
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maniere & pouvoir faire usage de ces développements:

rsine

m:rsin@—+—r*sinzqo-+—r°sin3<p—|—. .-

g N
-—-é log[1—2r'cos(¢ + 0)+r']=r'cos(o+ 0)—}—'7 cos2 (o -+ 6)—}—'—3— cos3 (g -+ 6)+...
12 3

cosz(cp—é))—i—r— cos3 (o — 0)+...

— < log [1— 21" c0s (9 — 0) -+ 1] = 1" cos (¢ — 0) + - ;

a2
On conclut des deux derniers

1 1—2r'cos(g—+ 0)+ r'? yoe . re . r .
- = —_— - s §—+...
7 log T—3r7cos (s —B) £ 1 r'sing sinf - Py sin2¢sin20 + —sin3g¢sin36 +. ..,

3

de sorte qu'on est amené & intégrer entre zéro et « le produit de deux séries

,./:1

A2 3
(rsing4r?sin2¢+risind¢+...) (r’ sing sinO—I—%sinchsinzO—i— 3 sin3¢sin34+. . )

Or, en vertu des relations,

3
f dgsinmoesinng =o,
(o]

T
., 7r
dosin’mo = =»
o 2

on obtient ainsi, pour la valeur de A, ce développement

s
A= 3

rip' r3p’s .
G <rr' sin0 + - sin20 + —— su]30—+—...>;
et, d’apres les formules connies, on en conclut immédiatement

t—rprre? V=

1—ppl VT

log

™ I
A — . 1 .
ba'—al’ o
Observant enfin qu’on peut écrire successivement
I

e 1—rr e IVt 1— rr’ (cos§ — y—1sin0)

log —— = log e -
PRI 1— rr' (cos0 + y—rsinf)
! R
rg T s,mO V=
1—rr’ cosl
=log rr’ sin0 B
—_ . V—

1—rr! cos0

ba' — ab V=

=1log [ —ad — b
ba' — ab ,\/:

T i—ad =Dl
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on arvive définitivement & ce résultat tres-simple

- : ba’ — ab’
A= ba’ — ab’ e NG T

™

Je considére en second lieu I'intégrale B, savoir:

|7

5 dx dy ; e
f./(r—za’x-—zb’y+a’“+ b)) [(1— 2ax— 20y — (@ b*) (2* 4 y*—1)|*

elle devient d’abord, par la substitution linéaire,

@E—bn  _ Vitdn
— =T

B=f ’ dtdn —
‘_/(1—2)"E+I"’)[(I-—-rcosOE—rsinOw)’-——(E’—%'q“—-—i)r’]’

ce qui conduit & intégrer, en premier lieu, par rapport a la variable 1. Il convient,
a cet effet, d’employer les logarithmes imaginaires, en se servant de la formule

dz 1 Az—+B I
—_— = —log | —=— + VA2*+ 2B s
f\/Ax’—i—sz—FC VA é( VA VAz+aba -+ >’

et en remarquant que les valeurs limites de » donnent £2—»*=1, la racine carrée
placée sous le signe logarithmique pourra s’extraire et deviendra simplement

1— rcosft — rsin0n.

Quelques réductions faciles & voir donneront pour résultat de cette intégration,

par rapport a v, entre les limites » = — /1 — &2, y =+ /1 — £, la quantité
1 1 1~1'C050(E—V:—?§/T~:—g;)

1—2r"E+F peosdy—1 8 1—rcosf (E+y—1y1—F)

et il s’agit de l'intégrer par rapport 2 £ entre les limites E—=—1, £ =w-1.
Je ferai comme précédemment

£ =coso,

ce qui donnera, aprés avoir multiplié et divisé par ', Uintégrale définie

w . s
B=—t do r’sing LI a—rcosfeT VT
rr'cosé o | — COSC? —+ p2 v__‘_l 08 E]

1— reosf eVt
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et, en admettant toujours la supposition déja faite de r et ' moindres que Uunité,
je ferai usage des développements

r'sing =r'sino + 1"sin20 4+ r*sin3o +~
1—2r'coso+ 1" ' ‘ vt
I x-—rcos@e“'f‘/“ . r{cos'd 1" c0s* g
— log —— =rc0s0sing+ sin2g -+ sindg+....
2y—1 1—r00596?‘/“ 2 3

Maintenant, si l'on integre entre les limites zéro et « le produit des seconds
membres, on trouvera immédiatement

(rr'cosf) + (rr' cosf)? i .',,

!
_ “n cosf + 3

T
~ rr'eosd

¢'est-a—dire

B=——log ——— = ——— log | ——— |-
T hcosh B Y—rrcost  a@ + 66 S\i—ad — bb
C'est le résultat que je me proposais d’établir; je me borne en ce moment &
remarquer que les constantes a, b, @, &' 0’y entrent que par les produits aa’ et bb/,
. ’ a
de sorte que I'intégrale ne change pas en y remplacant @ et o par - a'%, et b et &

b . Coa . ,
par =» 0'u. Relativement A, il est possible seulement de changer a et b, d'une

/

a b cp
part, en at, bt; a'et b', de lautre, en — —3 ce sont ces propriétés qui servent de

point de départ & 'extension aux fonctions de,plusieurs variables de la théorie des
fonctions X, de Legendre. ‘



