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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Ensembles de Helson et synthése
spectrale. Note (*) de M. Joux J. Beveperro, présentée par M. Jean
Leray. '

Soit T = R/2 n Z, A (T) l'algebre des fonctions continues sur T dont
la série de Fourier converge absolument et ECT un fermé totalement
discontinu. Les notations non précisées sont celles de ().

1. ALciBRES SUR T OBTENUES PAR LIMITE INDUCTIVE. — Soit G le
groupe additif des éléments réels de A (T), considéré avec la topologie
discréte, et soit I' son dual. Pour chaque €A (I') (i. e. ¢ est une fonc-
tion continue sur I' dont la série de Fourier converge absolument),
on définit

Gy={0eG:{(g) =0}

Pour chaque k& > 0 on pose
A ={yeA([):V oeGy, | ¢lam=kj

Soit & = U &; muni de la topologie limite inductive ou les ¢l; sont
munis de la topologie induite par celle de A (I'). 51 G sont les éléments
réels de A (T) qui sont continuement différentiables on définit de fagon

analogue ;
B ={beAT):V 9eCy, [|¢'|. =k}

et 3 sera la limite inductive des &.

L’injection u: T — I, y ~> f,, définie par (f, ¢) = €% est continue;
puisque l’application canonique & — A (T)/7(E) il en résulte que
u: PM (E) - @’est une injection continue. On a aussi que PM (I)C&’
car @ est bornologique, @ étant une algébre commutative avec .élément
unité 1 pour le produit ponctuel. On obtient des propriétés analogues

pour &.
9. UN CRITERE POUR QUE DES ENSEMBLES DE HELSON SOIENT DE SYN-
THESE SPECTRALE. — Si XS @ est une sous-algébre, soit X (u E) I'algébre

restriction de X a u E, et C (u E) 'espace des fonctions continues sur le
compact totalement discontinu u E. On obtient alors une nouvelle défi-
nition d’un Helson, & savoir .

Prorosition 1. — E est un Helson = & (u E) = C (u E).

Soit XCA et YCu PM (E); u E est un ensemble de synthése spectrale
pour (X, Y) si chaque t€Y est bien défini sur X (u E).

En remarquant que S, on obtient

Prorosition 2. — Si la mesure de Lebesgue, m (E), est nulle alors u E
est un ensemble de synthése spectrale pour (3%, wPM (E)).

Prorosition 3. — Soit E un Helson [donc m (E) = 0]. E est de syn-
thése < u E est de synthése spectrale pour (&, u PM (E)).



(2)
Sout .
h={dea:supu’' ¢nE =0}

ou u' : & - A (T) est Papplication canonique et

J@E)={yeA@):supp ynuE =G|

En notant j (u E) la fermeture de j (u E) dans A (I') et & celle de
dans @ on a

‘Prorosition 4. — Soit E un Helson. Si &ANj (u E)Sh alors E est de
synthése spectrale. \

3. U~ critirE rour QUE M (E) = PM (E). — Soit FCE un compact
ouvert et t€@’. Nous définissons

V@Ga’ <tF’(I),>=<t9LPF(D>’
ou

Ye () =1 —e)* (1 —(f, b))

Y €G étant égale & 1 dans un voisinage de F et nulle dans un voisinage
de E — F. t; est un élément bien défini de &'.

{Fy, ..., Fi}| est appelé une décomposition finie de E si les F; sont
compacts ouverts dans E, deux & deux disjoints et leur union est E
tout entier.

A’ est de Fréchet avec les semi-normes

GO =sup|<Ly>] (@=1,...),
dea,

ot A,={¢e€Qu:|¢ ) <L nl.
Prorosition 5. — Soit T€PM (E). Supposons que pour un nombre

infini de n il existe K, > 0 tel que pour chaque décomposition finie {F., . .., By}
de E on ait

s

k
zq”(tFl) =K, QT = ‘t),

j=1

Alors teM (u E) et TeM (E).
Cette proposition fournit un critére meilleur que I’habituel ou on
demande

sup ' | T, ffox < 0o
parce que u: PM (E) - Q' est continue mais n’est pas ouverte.

- (*) Séance du 20 décentbre 1971.
() -J. J. BENEDETTO, Harmonic Analysis on ‘lolally disconnected. sels (Leclures Nofes,
202, Springer-Verlag, 1971.)
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