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t h at  d o  n ot  r e q uir e  t h e  us u al  c o  m pl e x  bi as  c orr e cti o ns.    We
r eit er at e t h at t his arti cl e  d e  m o nstr at es f or t h e  first ti  m e  h o  w t o
bri n g t h e   B a y esi a n a n d cl assi c al  p ar a  m etri c  b o otstr a p   m et h o ds
cl os er i n t h e c o nt e xt of r a n d o  m e ff e cts   m o d els. I n  S e cti o n 4 ,  w e
c o  m p ar e t h e pr o p os e d   m ulti- g o al pri or   wit h t h e s u p er h ar  m o ni c
pri or  usi n g  a  r e al lif e  d at a.  I n  S e cti o n  5 ,   w e  dis c uss iss u es i n
e xt e n di n g o ur r es ults t o a g e n er al   m o d el.   All t h e t e c h ni c al pr o ofs
ar e d ef err e d t o t h e   A p p e n di x.

2.   Pri or  C h oi c e f or  R e c o n cili ati o n of t h e   B a y e si a n a n d
Cl a s si c al   A p pr o a c h

I n  t his  s e cti o n,   w e  first  i ntr o d u c e  a  g e n er al  cl assi c al    m et h o d
f or  esti  m ati o n  of  h y p er p ar a  m et ers  a n d  r a n d o  m  e ff e cts i n  t h e
t  w o-l e v el   N or  m al  hi er ar c hi c al   m o d el.   T h e n   w e c o nstr u ct  pri or
f or  t h e  h y p er p ar a  m et ers  s o  t h at  t h e  c orr es p o n di n g   B a y esi a n
m et h o d is i d e nti c al t o t h e cl assi c al   m et h o d i n t h e  hi g h er  or d er
as y  m pt oti c s e ns e   wit h r es p e ct t o   m ulti pl e pr o p erti es.

We  first  i ntr o d u c e  t h e  e  m piri c al  b est  li n e ar  u n bi as e d  pr e-
di ct or  of  θ i w h e n  t h e  v ari a n c e  c o  m p o n e nt  A  is  esti  m at e d  b y
a  g e n er al  a dj ust e d   m a xi  m u  m li k eli h o o d   m et h o d.   T o t his  e n d,

w e  d e fi n e   m e a n  s q u ar e d  err or  of  a  gi v e n  pr e di ct or θ̂ i of  θ i as

M i( θ̂ i)  =  E ( θ̂ i −  θ i)
2 ,   w h er e t h e e x p e ct ati o n is   wit h r es p e ct t o

t h e j oi nt distri b uti o n of y  =  (y 1 , . . . , y m )  a n d θ  =  ( θ 1 , . . . , θ m )
u n d er  t h e  t  w o-l e v el  n or  m al    m o d el.   T h e  b est  li n e ar  u n bi as e d
pr e di ct or θ̂ B L  U P

i of  θ i,   w hi c h   mi ni  mi z es M i( θ̂ i) a  m o n g all li n e ar

u n bi as e d  pr e di ct ors θ̂ i, is  gi v e n  b y θ̂ B L  U P
i (A  )  =  (1  −  B i)y i +

B ix iβ̂ ( A  ),  w h er e B i ≡  B i(A  )  =  D i/( A  +  D i)  is t h e s hri n k a g e

f a ct or  a n d β̂ ( A  )  =  (X V −  1 X  )−  1 X  V −  1 y  is t h e   w ei g ht e d l e ast
s q u ar e esti  m at or  of β  w h e n  A  is  k n o  w n. I n t his f or  m ul a, X =
(x 1 , . . . , x m ) d e n ot es  p  ×  m  m atri x of k n o  w n a u xili ar y v ari a bl es
a n d  V  =  di a g (A  +  D 1 , . . . , A  +  D m ) d e n ot es a  m  ×  m  di a g o n al
c o v ari a n c e   m atri x of  y .

We c o nsi d er t h e f oll o  wi n g g e n er al a dj ust e d   m a xi  m u  m li k eli-

h o o d esti  m at or Â i;G of  A  :

Â i;G =  ar g   m a x A  ≥  0 h i;G (A  )L R E (A  ),  ( 1)

w h er e  L R E (A  )  =  |  X  V −  1 X  |−  1 / 2 |V  |−  1 / 2 e x p (−  y  P y / 2 )  is  t h e
r esi d u al    m a xi  m u  m  li k eli h o o d   of  A  wit h  P  =  V −  1 −
V −  1 X  (X  V −  1 X  )−  1 X  V −  1 a n d  t h e  g e n er al  a dj ust  m e nt  f a ct or
h i;G (A  ) s atis fi es c o n diti o n   R 5 i n   A p p e n di x   A.

Pl u g gi n g  i n Â i;G f or  A  i n  t h e  b est li n e ar  u n bi as e d  pr e di c-
t or,  o n e  o bt ai ns  a n  e  m piri c al  b est  li n e ar  u n bi as e d  pr e di ct or
θ̂ E B
i ( Â i;G )  of  θ i.   N ot e t h at   m a xi  m u  m li k eli h o o d, r esi d u al   m a x-

i  m u  m li k eli h o o d a n d  o n e  of t h e a dj ust e d   m a xi  m u  m li k eli h o o d
esti  m at or  pr o p os e d i n  Li a n d  L a hiri ( 2 0 1 0 )  of A  c a n b e pr o d u c e d
w h e n  h i;G (A  )  =  C  , C  |X  V −  1 X  |1 / 2 a n d  C  A , r es p e cti v el y,   w h er e

C  is a g e n eri c c o nst a nt fr e e fr o  m A  .  H er e a ft er, l et Â R E d e fi n e as
t h e r esi d u al   m a xi  m u  m li k eli h o o d esti  m at or  of A  ,  w hi c h  c a n  b e
o bt ai n e d as

Â R E =  ar g   m a x A  ≥  0 L R E (A  ). (2 )

Si n c e  t h e  r esi d u al    m a xi  m u  m  li k eli h o o d  esti  m at or Â R E is
o n e  of t h e  esti  m at ors  a c hi e vi n g  u n bi as e d n ess,  u p t o t h e  or d er
of  O  (m −  1 )  (  D as,  Ji a n g,  a n d   R a o  2 0 0 4 ;  Yos hi  m ori  a n d  L a hiri
2 0 1 4 a ), it is  of i nt er est t o  est a blis h  a  r el ati o ns hi p  b et  w e e n t h e

g e n er al a dj ust e d   m a xi  m u  m li k eli h o o d esti  m at or a n d t h e r esi d-
u al   m a xi  m u  m li k eli h o o d esti  m at or.   We  d es cri b e s u c h r el ati o n-
s hi p i n T h e or e  m 1 ; s e e  A p p e n di x  A. 1 f or  a  pr o of.

T he ore  m   1.  U n d er   r e g ul arit y   c o n diti o ns    R 1 – R 5   gi v e n   i n
A p p e n di x   A,

Â i;G − Â R E =
2 l̃

(1 )
i;G (A  )

tr[V −  2 ]
+  o p (m

−  1 ),

w h er e l̃(1 )i;G (A  )  =
∂  l o g h i;G (A  )

∂ A a n d Â i;G a n d Â R E ar e  d e fi n e d i n ( 1 )
a n d ( 2 ), r es p e cti v el y.

We  n o  w  pr es e nt  T h e or e  m 2  f or c o nstr u cti n g a pri or, st arti n g
fr o  m  a  gi v e n  a dj ust  m e nt f a ct or h i;G (A  ), t o  bri n g t h e  r es ulti n g
B a y esi a n    m et h o d  cl os er  t o  t h e  cl assi c al    m et h o d   wit h  r es p e ct
t o  t hr e e  crit eri a.   T o  t his  e n d, l et  p ( β , A  )  d e n ot e  t h e  pri or f or
( β , A  ).  F oll o  wi n g    D att a,   R a o,  a n d  S  mit h  (2 0 0 5 ),    w e  ass u  m e
p ( β , A  )  ∝  π ( A  )  a n d i ntr o d u c e t h e f oll o  wi n g  n ot ati o ns t o  b e
us e d t hr o u g h o ut t h e arti cl e:

b̂ 1 =
∂ B i

∂ A Â R E

, b̂ 2 =
∂ 2 B i

∂ A 2 Â R E

,  ρ̂ 1 =
∂  l o g π ( A  )

∂ A Â R E

,

ĥ 2 =  −
1

m

∂ 2 lR E

∂ A 2 Â R E

=
tr[V −  2 ]

2 m
+  o p (m

−  1 ),

ĥ 3 =  −
1

m

∂ 3 lR E

∂ A 3 Â R E

=  −
2 tr[V −  3 ]

m
+  o p (m

−  1 ),

w h er e  lR E is t h e l o g arit h  m of r esi d u al li k eli h o o d.

T he ore  m  2.  U n d er  r e g ul arit y  c o n diti o ns   R 1 – R 5, if  p ( β , A  )  ∝
π i;G (A  ) wit h

π i;G (A  ) ∝  (A  +  D i)tr(V
−  2 )h i;G (A  ),  ( 3)

w e h a v e

(i) B̂ G  H B
i ≡  E [B i|y ]  = B̂ i( Â i;G ) +  o p (m

−  1 );

(ii) V  [B i|y ]  = v ar ( B̂ i( Â i;G )) +  o p (m
−  1 );

(iii) θ̂ G  H B
i ≡  E [θ i|y ]  = θ̂ i( Â i;G ) +  o p (m

−  1 ),

w h er e   G  H B st a n ds f or g e n er al hi er ar c hi c al   B a y es esti  m at or.   We
c all  t h e  esti  m at or    G  H B  b e c a us e  it    m at c h es  g e n er al  a dj ust e d
m a xi  m u  m li k eli h o o d   m et h o d.

T h e pr o of of  T h e or e  m 2  is d ef err e d t o   A p p e n di x   A. 2.

R e  m ar k 1.  We  h a v e s e v er al r e  m ar ks  o n t h e  pri or  π i;G (A  ) gi v e n
b y ( 3 ).

( a)  T h e or e  m 2  is v ali d f or   m ulti pl e c h oi c es of h i;G .
( b)   T h er e  e xists  at  l e ast  o n e  stri ctl y  p ositi v e  esti  m at e  of  A  if

h i;G (A  )  >  0  a n d

h i;G (A  ) =  o (A (m  −  p ) /2 ), (4 )

f or l ar g e A  u n d er   R 6 a n d   R 7.
( c)    N ot e t h at h i;G (A  ) m a y n ot q u alif y as a b o n a fi d e pri or si n c e it

m a y r es ult i n a n i  m pr o p er  p ost eri or (s e e, e. g.,  Yos hi  m ori a n d
L a hiri  2 0 1 4 b ).   H o  w e v er, if   w e r estri ct t h e cl ass  of  pri ors t o
h i;G (A  )  =  (A  +  D i)

s f or s o  m e s >  0,   w e s h o  w i n   A p p e n di x
B. 1 t h at  h i;G (A  )  =  o (A (m  −  p −  2 ) /2 )  is  a s u  ffi ci e nt  c o n diti o n
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Pr o of of p arts (i v) –( v).  Usi n g (  B. 4 ),   w e g et

E [g 1 i(A  )|y ]  = g 1 i( Â i;  M  G) +  o p (m −  1 ).  ( B. 6)

D att a,   R a o, a n d S  mit h (  2 0 0 5 ) o bt ai n e d t h e f oll o  wi n g r es ult:

V  [θ i|y ]  = g 1 i( Â R E ) +  g 1 π  i( Â R E ) +  g 2 i( Â R E )

+  g 4 i( Â R E ; y i) +  o p (m −  1 ). (B .7 )

Usi n g t h e r es ult gi v e n i n  B ut ar a n d L a hiri (  2 0 0 3 ),   Hir os e a n d L a hiri
(2 0 1 8 ), (B. 4 )  a n d (B. 6 ),   w e g et

V  [θ i|y ]  =g 1 i( Â i;  M  G) +  g 2 i( Â i;  M  G) +  g 3 i( Â i;  M  G) +  o p (m −  1 )

= ˆM i( Â i;  M  G) +  o p (m −  1 )

=  M i( θ̂
E B
i;  M  G) +  o p (m −  1 )

= ˆM b o ot
i;  M  G +  o p (m −  1 ). (B .8 )

E q u ati o n ( B. 8 ) i  m pli es t h at t h e  pri or (1 0 ) als o s atis fi es (i v) –( v) si  m ul-
t a n e o usl y.

A c k n o  wl e d g  m e nt s

We t h a n k Pr of ess or S h u h ei   M a n o, a n o n y  m o us ass o ci at e e dit or, a n d r ef er e es
f or r e a di n g a n e arli er v ersi o n of t h e arti cl e c ar ef ull y a n d o ff eri n g a  n u  m b er
of c o nstr u cti v e s u g g esti o ns,   w hi c h l e d t o a si g ni fi c a nt i  m pr o v e  m e nt of o ur
arti cl e.

F u n di n g

T h e  first  a n d  s e c o n d  a ut h ors’  r es e ar c h   w as  p arti all y  s u p p ort e d  b y  J S P S
K  A  K E  N  HI gr a nt n u  m b er 1 8  K 1 2 7 5 8 a n d   U. S.   N ati o n al S ci e n c e F o u n d ati o n
gr a nts S E S- 1 5 3 4 4 1 3 a n d S E S- 1 7 5 8 8 0 8, r es p e cti v el y.
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